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数学期望的引入

例 1
一人进行飞镖练习，规定射入黄色区域得 2分，射入红色
区域得 1分，其它情况得 0分. 现在此人射击了N 次，其
中得 k(k = 0,1,2) 分有 ak 次，问此人射击一次平均得
分是多少？

解：设X 表示此人射击一次的得分数，所有可能取值为 0,1,2. 此人射击了
N 次，其中得 k(k = 0,1,2)分有 ak 次，所以此人射击一次平均得分为

0 × a0 + 1 × a1 + 2 × a2

N
=

2∑∑∑
k=0

k
ak

N
=

2∑∑∑
k=0

kfk
N→+∞−−−−−→

2∑∑∑
k=0

kpk

其中 fk 为事件 {X = k}发生的频率，pk 为事件 {X = k}发生的概率.
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数学期望的定义

定义 1
（1）设离散型随机变量X 的分布律为 P{X = xk} = pk, k = 1,2, · · ·，

若级数
+∞∑∑∑
k=1

xkpk绝对收敛，则称级数的和为随机变量X 的数学期望，记

为 E(X)，即

E(X) =

+∞∑∑∑
k=1

xkpk

（2）设连续型随机变量 X 的概率密度为 f(x)，若广义积分∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx 绝对收敛，则称积分值为随机变量 X 的数学期望，记

为 E(X)，即

E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx
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例 2
设随机变量X ∼ P (λ), λ > 0，求 E(X).

解：X 的分布律为 P{X = k} =
λke−λ

k!
, k = 0,1, · · ·，由数学期望定义

E(X) =

+∞∑∑∑
k=0

k
λke−λ

k!
= 0+

+∞∑∑∑
k=1

k
λke−λ

k!

=

+∞∑∑∑
k=1

λke−λ

(k − 1)!
= λe−λ

+∞∑∑∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

= λe−λeλ = λ

注：若X ∼ P (λ)，则 E(X) = λ.
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例 3
设随机变量X ∼ U(a, b)，求 E(X).

解：X 的概率密度为 f(x) =


1

b − a
, a < x < b,

0, 其他.
，由数学期望定义

E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx

=

∫∫∫ b

a

x

b − a
dx =

a + b

2

注：若X ∼ U(a, b)，则 E(X) =
a + b

2
.
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例 4
设随机变量X 取整数 n(n ≥ 0)的概率为

P{X = n} =
ABn

n!
, n = 0,1,2, · · ·

已知 E(X) = a(a为常数)，求 A和 B.

解：由分布律性质
∑∑∑+∞

n=0P{X = n} = 1有

+∞∑∑∑
n=0

ABn

n!
= A

+∞∑∑∑
n=0

Bn

n!
= AeB = 1

可得到 A = e−B
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又因为

E(X) =

+∞∑∑∑
k=0

nP{X = n}

=

+∞∑∑∑
n=0

n
ABn

n!

= AB

+∞∑∑∑
n=1

Bn−1

(n − 1)!
= ABeB

= a

可得到 B = a.

故 A = e−a,B = a.
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例 5
有两个相互独立工作的电子装置，它们的寿命Xk(k = 1,2)服从同一指
数分布，其概率密度为

f(x) =

{
λe−λx, x > 0,

0, 其他.
, λ > 0.

（1）若将两个电子装置串联组成整机，求整机工作寿命N 的数学期望;
（2）若将两个电子装置并联组成整机，求整机工作寿命M 的数学期望.

解：Xk(k = 1,2)的分布函数为 F (x) =

{
1− e−λx, x > 0,

0, 其他.
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（1）由题意可知，N = min(X1,X2)，于是N 的分布函数为

FN(x) = 1− (1− F (x))2 =

{
1− e−2λx, x > 0,

0, 其他.

则N 的概率密度为

fN(x) =

{
2λe−2λx, x > 0,

0, 其他.

N 的数学期望为

E(N) =

∫∫∫ +∞

−∞
xfN(x)dx =

∫∫∫ +∞

0
2λxe−2λxdx =

1

2λ
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（2）由题意可知，M = max(X1,X2)，于是M 的分布函数为

FM(x) = (F (x))2 =

{(
1− e−λx

)2
, x > 0,

0, 其他.

则M 的概率密度为

fM(x) =

{
2λe−λx

(
1− e−λx

)
, x > 0,

0, 其他.

M 的数学期望为

E(M) =

∫∫∫ +∞

−∞
xfM(x)dx =

∫∫∫ +∞

0
2λx

(
e−λx − e−2λx

)
dx =

3

2λ

注意到 E(M) = 3E(N)，即从平均取值意义上讲，并联组成整机的工作寿命
是串联组成整机的工作寿命的 3倍.
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例 6
设随机变量X 服从柯西分布，其概率密度为

f(x) =
1

π (1 + x2)
, −∞ < x < +∞

问 E(X)是否存在？

解：由于
∫∫∫ +∞

−∞
|xf(x)| dx =

∫∫∫ +∞

−∞
|x|

1

π (1 + x2)
dx =

2

π

∫∫∫ +∞

0

x

π (1 + x2)
dx

=
1

π
ln (1 + x2)

∣∣∣+∞

0
= lim

x→+∞

1

π
ln (1 + x2) = +∞

故
∫∫∫+∞
−∞ |xf(x)| dx不是绝对收敛的，因此柯西分布的期望 E(X)不存在.
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随机变量函数的数学期望引入

例 7
设随机变量 X 的分布律为

X −1 0 1 2

pk
1
8

1
2

1
8

1
4

随机变量 Y =

X2，求 E(Y ).

解：随机变量 Y 的分布律为

X2 (−1)2 02 12 22

pk
1
8

1
2

1
8

1
4

即，
Y 0 1 4

pk
1
2

1
4

1
4

故 E(Y ) = 0×
1

2
+ 1×

1

4
+ 4×

1

4
= 02 ×

1

2
+ (−1)2 ×

1

8
+ 12 ×

1

8
+ 22

1

4
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一维随机变量函数的数学期望

定理 2
设随机变量 Y 是随机变量X 的函数，记为 Y = g(X).

(1) X 为离散型随机变量，其分布律为 P{X = xk} = pk, k = 1,2, · · ·，
若级数

∑∑∑+∞
k=1 g(xk)pk 绝对收敛，则有，

E(Y ) = E[g(X)] =

+∞∑∑∑
k=1

g(xk)pk

(2) X 为连续型随机变量，其概率密度为 f(x)，若广义积分∫∫∫ +∞
−∞ g(x)f(x)dx绝对收敛，则有

E(Y ) = E[g(X)] =

∫∫∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx
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注意
定理的重要性在于，当求 E[g(X)] 时，不必计算 g(X) 的分布律或概率密度，
只需要利用X 的分布律或概率密度以及函数 g(x)即可.

15/102



例 8
设顾客在某银行的窗口等待服务的时间X（单位：分钟）服从参数为 1

10

的指数分布.某顾客在窗口等待服务，若超过 15分钟他还没有等到服务
就离开,设他实际等待的时间为 Y ,求此人实际等待的平均时间 E(Y ).

解：由题意可知，随机变量X 的概率密度为 fX(x) =

{
1
10

e−
x
10 , x > 0,

0, 其他.
；

因为实际等待的时间 Y = g(X) = min(X,15)，所以有

E(Y ) = E[g(X)] =

∫∫∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx =

∫∫∫ +∞

0
min(x,15)

1

10
e−

x
10dx

=

∫∫∫ 15

0

x

10
e−

x
10dx+

∫∫∫ +∞

15

15

10
e−

x
10dx ≈ 7.7687（分钟）
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二维随机变量函数的数学期望

定理 3
设随机变量 Z 是随机变量X 与 Y 的函数，记为 Z = g(X,Y ).

(1) (X,Y )为二维离散型随机变量，其分布律为P{X = xi, Y = yj} =

pij, i, j = 1,2, · · ·，若二重级数
∑∑∑+∞

i=1

∑∑∑+∞
j=1 g(xi, yj)pij 绝对收敛，则

有，

E(Z) = E[g(X,Y )] =

+∞∑∑∑
i=1

+∞∑∑∑
j=1

g(xi, yj)pij

(2) (X,Y ) 为二维连续型随机变量，其概率密度为 f(x, y)，若广义二
重积分

∫∫∫ +∞
−∞

∫∫∫ +∞
−∞ g(x, y)f(x, y)dxdy 绝对收敛，则有

E(Z) = E[g(X,Y )] =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
g(x, y)f(x, y)dxdy
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特别地，取 Z1 = g(X,Y ) = X 和 Z2 = g(X,Y ) = Y.

(X,Y )为二维离散型随机变量，其分布律为 pij, i, j = 1,2, · · ·，则有，

E(Z1) = E[g(X,Y )] = E(X) =

+∞∑∑∑
i=1

+∞∑∑∑
j=1

xipij

E(Z2) = E[g(X,Y )] = E(Y ) =

+∞∑∑∑
i=1

+∞∑∑∑
j=1

yjpij
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E(Z2) = E[g(X,Y )] = E(Y ) =

∫∫∫ +∞
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∫∫∫ +∞

−∞
yf(x, y)dxdy

19/102



例 9
设二维随机变量 (X,Y )的联合分布律为

Y
X

0 1 2

0 0.1 0.25 0.15
1 0.15 0.2 0.15

求随机变量 Z = sin π(X+Y )

2
的数学期望.

解：E(Z) = E

(
sin

π(X + Y )

2

)
=0.1 sin

π(0 + 0)

2
+ 0.15 sin

π(0 + 1)

2
+ 0.25 sin

π(1 + 0)

2

+ 0.2 sin
π(1 + 1)

2
+ 0.15 sin

π(2 + 0)

2
+ 0.15 sin

π(2 + 1)

2
= 0.25
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例 10
设二维随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
24(1− x)y, 0 < y < x < 1,

0, 其他.

求 E(X).

解：（方法一）由二维随机变量函数的数学期望，可得

E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
24x(1− x)ydy

=

∫∫∫ 1

0
12x3(1− x)dx =

3

5
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（方法二）先求随机变量X 边缘的概率密度，

fX(x) =

∫∫∫ +∞

−∞
f(x, y)dy

由 f(x, y) =

{
24(1− x)y, 0 < y < x < 1,

0, 其他.
可知，

当 x ≤ 0或 x ≥ 1时，fX(x) = 0;
当 0 < x < 1时，

fX(x) =

∫∫∫ x

0
24(1− x)ydy = 12x2(1− x).

故 E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xfX(x)dx =

∫∫∫ 1

0
12x3(1− x)dx =

3

5
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例 11
某公司经销某种原料，根据历史资料表明，这种原料的市场需求量X (单
位:吨)服从区间 (2000，4000)上的均匀分布，每销售出一吨该原料，公
司可获利 3万元；若销售不出，则每吨原料需储存费 1万元，问公司应
组织多少这种原料，可使平均收益最大?

解：设公司组织该种原料 t吨，收益为 Y（单位：万元），显然应满足
2000 ≤ t ≤ 4000，对于给定的 t，收益 Y 是市场需求量X 的函数.

Y = g(X) =

{
3t, X ≥ t,

3X − (t−X), X < t.
=

{
3t, X ≥ t,

4X − t, X < t.
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由X 服从区间 (2000，4000)上的均匀分布，可知其概率密度为

f(X) =

{
1

2000
, 2000 < x < 4000,

0, 其他.

于是收益 Y = g(X) =

{
3t, X ≥ t,

4X − t, X < t.
的数学期望为

E(Y ) =

∫∫∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx

=
1

2000

(∫∫∫ t

2000
(4x− t)dx+

∫∫∫ 4000

t
3tdx

)
=

1

2000
(−2t2 + 14000t− 8× 106)

显然 t = 3500时取最大值，因此公司应组织 3500吨原料.
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数学期望的性质

(1) 设 C 是常数，则有 E(C) = C;

(2) 设X 是随机变量，C 是常数，则有 E(CX) = CE(X);

(3) 设X 和 Y 是两个随机变量，则有 E(X + Y ) = E(X) +E(Y );

◦ E(aX + bY + c) = aE(X) + bE(Y ) + c，其中 a, b, c为常数；

◦ E

(
n∑∑∑

i=1

aiXi + c

)
=

n∑∑∑
i=1

aiE(Xi) + c

(4) 设随机变量X 和 Y 相互独立，则有 E(XY ) = E(X)E(Y ).

◦ 当X1,X2, · · ·,Xn 相互独立时，有 E

(
n∏∏∏

i=1

Xi

)
=

n∏∏∏
i=1

E(Xi)；
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E(Xi)；
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数学期望性质证明

（1）设 C 是常数，则有 E(C) = C.

证明：设随机变量X 只有一个可能去的取值为 C，其分布律为
P{X = C} = 1，由数学期望的定义有

E(X) = E(C) = 1×C = C.

（2）设X 是随机变量，C 是常数，则有 E(CX) = CE(X).

证明：以连续型随机变量为例设X 的概率密度为 f(x)，

E(CX) =

∫∫∫ +∞

−∞
Cxf(x)dx = C

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx = CE(X)
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数学期望性质证明

以下连续型随机变量为例，设 (X,Y )的概率密度为 f(x, y).

（3）设X 和 Y 是两个随机变量，则有 E(X + Y ) = E(X) +E(Y ).

证明：E(X + Y ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
(x+ y)f(x, y)dxdy

=

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy +

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
yf(x, y)dxdy

= E(X) +E(Y )

（4）设随机变量X 和 Y 相互独立，则有 E(XY ) = E(X)E(Y ).

证明：E(XY ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xyf(x, y)dxdy =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xyfX(x)fY (y)dxdy

=

∫∫∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

∫∫∫ +∞

−∞
yfY (y)dy

= E(X)E(Y )
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例 12
设随机变量X ∼ b(n,p)，求 E(X).

解：（方法一）X 服从参数为 n,p的二项分布，其分布律为
P{X = k} = Ck

np
k(1−p)n−k, k = 0,1, · · ·, n,0 < p < 1，由数学期望定义

E(X) =

n∑∑∑
k=0

kCk
np

k(1− p)n−k = 0+

n∑∑∑
k=1

n!

(k − 1)!(n − k)!
pk(1− p)n−k

= np

n∑∑∑
k=1

(n − 1)!

(k − 1)!(n − 1 − (k − 1))!
pk−1(1− p)n−1−(k−1)

= np

n−1∑∑∑
m=0

Cm
n−1p

m(1− p)n−1−m = np(p+ (1− p))n−1 = np
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解：（方法二）利用数学期望的性质进行求解.

设随机变量X 表示 n重伯努利试验中成功的次数，且每次试验成功的概率为
p，则X ∼ b(n,p)，针对每一次试验，引入随机变量

Xi =

{
1, 第i次试验成功,
0, 第i次试验失败.

, i = 1,2, · · ·, n.

则X = X1 +X2 + · · ·+Xn.
因为Xi ∼ b(0,1)，并且易得 E(Xi) = 0× (1− p) + 1× p = p，所以有

E(X) = E(X1 +X2 + · · ·+Xn) =

n∑∑∑
i=1

E(Xi) = np

注:
（1）若X ∼ b(1, p)，则 E(X) = p.
（2）若X ∼ b(n,p)，则 E(X) = np.
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例 13
一民航送客车载有 20 位旅客自机场开出，旅客有 10 个车站可以下车，
如到达一个车站没有旅客下车就不停车. 以X 表示停车次数，求 E(X)
（设每位旅客在各个车站下车是等可能的，并且设各个旅客在各个车站是
否下车相互独立）.

解：引入随机变量

Xi =

{
1, 第i站有人下车,
0, 第i站无人下车.

, i = 1,2, · · ·,10.

其分布律为

Xi 0 1

pk

(
9
10

)20
1−

(
9
10

)20
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由此可知,对于 i = 1,2, · · ·,10，有

E(Xi) = 1−
(

9

10

)20

而总停车次数X 可表示为

X = X1 +X2 + · · ·+X10

所以

E(X) = E

(
10∑∑∑
i=1

Xi

)
= 10

(
1−

(
9

10

)20
)

≈ 8.784
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方差的定义
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方差的引入

例 1
某零件的真实长度为 a，现用甲乙两台仪器各测量 10 次，将测量结果
X 标示在坐标轴上，如图所示
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方差的引入

例 1
某零件的真实长度为 a，现用甲乙两台仪器各测量 10 次，将测量结果
X 标示在坐标轴上，如图所示

乙的测量结果好!除了考虑测量结果的均值外,还需考虑测量值与均值之间的平
均偏离程度——方差.
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方差的定义

定义 4
设X是随机变量，若E

{
[X −E(X)]2

}
存在，则称E

{
[X −E(X)]2

}
为随机变量X 的方差，记为D(X)或 Var(X)，即

D(X) = Var(X) = E
{
[X −E(X)]2

}
√
D(X)记为 σ(X)，称为X 的标准差或均方差.

注:
（1）D(X)和 σ(X)刻画了X 取值与其均值的偏离程度；
（2）D(X)越小——X 取值越集中；D(X)越大——X 取值越分散.
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方差的计算

(1) X 为离散型随机变量，其分布律为 P{X = xk} = pk, k = 1,2, · · ·，则

D(X) =

+∞∑∑∑
k=1

[
xk −E(X)

]2
pk

(2) X 为连续型随机变量，其概率密度为 f(x)，则

D(X) =

∫∫∫ +∞

−∞

[
x−E(X)

]2
f(x)dx

(3)方差的计算公式：

D(X) = E(X2)−
[
E(X)

]2
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例 2
设随机变量X1,X2,X3，它们的概率密度分别为

f1(x) =


1 + x, −1 < x < 0,

1− x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.
, f2(x) =

{
1
2 , −1 < x < 1,

0, 其他.
, f3(x) =


−x, −1 < x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

求这三个随机变量的方差.

36/102



例 2
设随机变量X1,X2,X3，它们的概率密度分别为

f1(x) =


1 + x, −1 < x < 0,

1− x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.
, f2(x) =

{
1
2 , −1 < x < 1,

0, 其他.
, f3(x) =


−x, −1 < x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

求这三个随机变量的方差.

解：密度图像如图所示，由图像可以看出，三个随机变量的数学期望都是 0.

从图像看出，以均值为中心，第一个比较集中，第二个次之，第三个比较分散.
36/102



例 2
设随机变量X1,X2,X3，它们的概率密度分别为

f1(x) =


1 + x, −1 < x < 0,

1− x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.
, f2(x) =

{
1
2 , −1 < x < 1,

0, 其他.
, f3(x) =


−x, −1 < x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

求这三个随机变量的方差.

D(X1) = E(X2
1) =

∫∫∫ +∞

−∞
x2f1(x)dx =

∫∫∫ 0
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1
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例 3
设随机变量X ∼ P (λ), λ > 0，求D(X).

解：X 的分布律为 P{X = k} = λke−λ

k!
, k = 0,1, · · ·，且 E(X) = λ，而

E(X2) =

+∞∑∑∑
k=0

k2λ
ke−λ

k!
= e−λ

+∞∑∑∑
k=1

k
λk

(k − 1)!
= e−λ

+∞∑∑∑
k=1

(k− 1 + 1)
λk

(k − 1)!

= e−λ
+∞∑∑∑
k=1

(k− 1)
λk

(k − 1)!
+ e−λ

+∞∑∑∑
k=1

λk

(k − 1)!

= λ2e−λ
+∞∑∑∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
+ λe−λ

+∞∑∑∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ2 + λ

故X 的方差：D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = λ.
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例 4
设随机变量X ∼ E(λ), λ > 0，求 E(X),D(X).

解：X 的概率密度为 f(x) =

{
λe−λx, x > 0,

0, 其他.
，则

E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫∫∫ +∞

0
xλe−λxdx 分部积分=============

1

λ

E(X2) =

∫∫∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫∫∫ +∞

0
x2λe−λxdx 分部积分=============

2

λ2

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
2

λ2
−

1

λ2
=

1

λ2

注：若X ∼ E(λ)，则 E(X) =
1

λ
,D(X) =

1

λ2
.
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方差的性质

(1) D(X) ≥ 0，当且仅当 P{X = C} = 1时取等号，其中 C 是常数.

(2) 设X 是随机变量，C 是常数，则有D(CX) = C2D(X);

(3) 设X 和 Y 是两个随机变量，则有

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2E {[X −E(X)][Y −E(Y )]}

(4) 设随机变量X 和 Y 相互独立，则有

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )

(5) D(X) = 0的充要条件是 P{X = E(X)} = 1.
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综合性质（1）（2）（4），设X,Y 相互独立，a, b, c是常数，则

D(aX + bY + c) = a2D(X) + b2D(Y )

特例
D(X + c) = D(X)

推广 设X1,X2, · · ·,Xn 相互独立，则

D(c0 +

n∑∑∑
i=1

ciXi) =

n∑∑∑
i=1

c2iD(Xi)

其中 ci(i = 0,1,2, · · ·, n)为常数.
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方差性质证明

仅证明性质（2）（3）（4）

（2）设X 是随机变量，C 是常数，则有D(CX) = C2D(X).

证明：利用方差的计算公式及期望的性质，有

D(CX) = E[(CX)2]− [E(X)]2 = C2E(X2)−C2[E(X)]2 = C2D(X)

（3）设X 和 Y 是两个随机变量，则有
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )± 2E {[X −E(X)][Y −E(Y )]}

证明：利用方差的定义及期望的性质，有

D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}
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D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}

= E
{(

X −E(X)
)2

+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]

（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]

= E
[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}

= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □

42/102



D(X ± Y ) = E
{[

(X ± Y )−E(X ± Y )
]2}

= E
{[(

X −E(X)
)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E

{(
X −E(X)

)2
+
(
Y −E(Y )

)2 ± 2 (X −E(X)) (Y −E(Y ))
}

= D(X) +D(Y )± 2E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
（4）若X 和 Y 相互独立，则有D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).

证明：利用期望的性质

E
[
(X −E(X)) (Y −E(Y ))

]
= E

[
XY −XE(Y )− Y E(X) +E(X)E(Y )

]
= E

{[(
X −E(X)

)
±
(
Y −E(Y )

)]2}
= E(XY )−E(X)E(Y )−E(Y )E(X) +E(X)E(Y )

= E(XY )−E(X)E(Y ) = 0

所以当X,Y 相互独立时，D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ) □ 42/102



例 5
(1)设随机变量X ∼ b(1, p)，求D(X)；
(2)设随机变量X ∼ b(n,p)，求D(X).

解：（1）X 的分布律为

X 0 1

pk 1− p p

显然 E(X) = p，而

E(X2) = 02 × (1− p) + 12 × p = p

则
D(X) = E(X2)−

[
E(X)

]2
= p− p2 = p(1− p)
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(2)设 n重伯努利试验中，随机变量X 表示试验成功的次数，p表示试验成功
的概率，引入随机变量

Xi =

{
1, 第i次试验成功,
0, 第i次试验失败.

, i = 1,2, · · ·, n.

表示第 i次试验，Xi ∼ b(0,1)，且X1,X2, · · ·,Xn 相互独立.

因为X =
∑∑∑n

i=1Xi，所以

D(X) = D

(
n∑∑∑

i=1

Xi

)
=

n∑∑∑
i=1

D(Xi) = np(1− p)

注:
（1）若X ∼ b(1, p)，则 E(X) = p,D(X) = p(1− p).
（2）若X ∼ b(n,p)，则 E(X) = np,D(X) = np(1− p)
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例 6
(1)设随机变量X ∼ N(0,1)，求 E(X),D(X)；
(2)设随机变量 Y ∼ N(µ,σ2)，求 E(Y ),D(Y ).

解：（1）X 的概率密度为 f(x) = 1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x < +∞,则

E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞
x

1
√
2π

e−
x2

2 dx = 0

E(X2) =

∫∫∫ +∞

−∞
x2f(x)dx =

∫∫∫ +∞

−∞
x2 1

√
2π

e−
x2

2 dx

= −
1

√
2π

xe−
x2

2

∣∣∣+∞

−∞
+

1
√
2π

∫∫∫ +∞

−∞
e−

x2

2 dx = 1

故D(X) = E(X2)− [E(X)]2 = 1
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（2）由于 Y ∼ N(µ,σ2)，则X = Y −µ
σ

∼ N(0,1)，利用数学期望和方差的
性质有

0 = E(X) = E

(
Y − µ

σ

)
=

1

σ
(E(Y )− µ)

1 = D(X) = D

(
Y − µ

σ

)
=

1

σ2
D(Y )

可知 E(Y ) = µ,D(Y ) = σ2

注:
(1)若X ∼ N(µ,σ2)，则 E(X) = µ,D(X) = σ2.
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2
i ), i = 1, · · ·, n，且相互独立，令X = c0 +

∑∑∑n
i=1 ciXi，

则 E(X) = c0 +
∑∑∑n

i=1 ciµi，D(X) =
∑∑∑n

i=1 c
2
iσ

2
i，即

X ∼ N

(
c0 +

n∑∑∑
i=1

ciµi,

n∑∑∑
i=1

c2iσ
2
i

)

其中 c1, c2, · · ·, cn 是不全为 0的常数.
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例 7
设气缸的直径 X ∼ N(22.5,0.042)（单位：厘米），活塞的直径 Y ∼
N(22.4,0.032)（单位：厘米），且X,Y 相互独立，现任取一个气缸和
活塞，求活塞能够装入气缸的概率.

解：事件 {X > Y }表示活塞能够装入气缸. 由X ∼ N(22.5,0.042)，
Y ∼ N(22.4,0.032)，且X,Y 相互独立，令 Z = X − Y，则
Z ∼ N(0.1,0.052)，所以有

P{X > Y } = P{X − Y > 0} = P{Z > 0}

= P

{
Z − 0.1

0.05
>

0 − 0.1

0.05

}
= 1−Φ(−2) = Φ(2) = 0.9772
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例 8
设随机变量X 的数学期望为 E(X)，方差D(X) ̸= 0，令

X∗ =
X − E(X)√

D(X)

称X∗ 为随机变量X 的标准化随机变量.

证明：

E(X∗) = E

[
X − E(X)√

D(X)

]
=

E(X) − E(X)√
D(X)

= 0

D(X∗) = D

[
X − E(X)√

D(X)

]
=

D(X − E(X))

D(X)
= 1
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常见分布的期望和方差

分布 参数 分布律 期望 方差
X ∼ b(1, p)

0-1分布 0 < p < 1
P{X = k} = pk(1− p)1−k,

k = 0,1
p p(1− p)

X ∼ b(n,p)

二项分布
0 < p < 1
n ≥ 1

P{X = k} = Ck
np

k(1− p)n−k,

k = 0,1, · · ·, n
np np(1− p)

X ∼ P (λ)

泊松分布
λ > 0

P{X = k} = λke−λ

k!
,

k = 0,1, · · ·
λ λ

X ∼ U(a, b)

均匀分布
a < b f(x) =

{
1

b−a
, a < x < b,

0, 其他.
a+b
2

(b−a)2

12

X ∼ E(λ)

指数分布
λ > 0 f(x) =

{
λe−λx x > 0,

0, 其他.
1
λ

1
λ2

X ∼ N(µ,σ2)

正态分布
µ;σ > 0 f(x) = 1√

2πσ
e
− (x−µ)2

2σ2 ,
−∞ < x < +∞

µ σ2
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例 9

设随机变量X 的概率密度为 f(x) =

{
1
2
cos x

2
, 0 ≤ x ≤ π,

0, 其他.
，对X 独

立地重复观察 4次，用 Y 表示观察值大于 π
3
的次数，求 Y 2 的期望.

解：因为

P

{
X >

π

3

}
=

∫∫∫ π

π
3

1

2
cos

x

2
dx =

1

2

所以 Y ∼ b(4, 1
2
)，故 E(Y ) = 2,D(Y ) = 1.

因此
E(Y 2) = D(Y ) +

[
E(Y )

]2
= 1+ 4 = 5
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协方差及相关系数
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协方差的引入

设X,Y 是两个随机变量，则有

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2E
{[
X −E(X)

][
Y −E(Y )

]}
特别地，若X,Y 相互独立，则有D(X + Y ) = D(X) +D(Y ).即，若
X,Y 相互独立，有

E
{[

X −E(X)
][
Y −E(Y )

]}
= 0

如果 E
{[
X −E(X)

][
Y −E(Y )

]}
̸= 0，则X,Y 不独立，它们之间存在着

一定的关系.
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协方差的定义

定义 5
设 (X,Y )为二维随机变量，称 E

{[
X −E(X)

][
Y −E(Y )

]}
为随机

变量X 与 Y 的协方差，记为 Cov(X,Y )

Cov(X,Y ) = E
{[

X −E(X)
][
Y −E(Y )

]}
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协方差的计算

(1) (X,Y )为二维离散型随机变量，其分布律为 P{X = xi, Y = yj} = pij,
i, j = 1,2, · · ·，则

Cov(X,Y ) =

+∞∑∑∑
i=1

+∞∑∑∑
j=1

[
xi −E(X)

][
yj −E(Y )

]
pij

(2) (X,Y )为二维连续型随机变量，其概率密度为 f(x, y)，则

Cov(X,Y ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞

[
x−E(X)

][
y −E(Y )

]
f(x, y)dxdy

(3)协方差的计算公式：

Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y )
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协方差的性质

(1) Cov(X,Y ) = Cov(Y,X)，Cov(X,X) = D(X);

(2) Cov(X,C) = 0，C 是常数;

(3) Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y )，a, b为任意常数.

(4) Cov(X1 ±X2, Y ) = Cov(X1, Y )± Cov(X2, Y )；

(5) 当X,Y 相互独立时，Cov(X,Y ) = 0.
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(4) Cov(X1 ±X2, Y ) = Cov(X1, Y )± Cov(X2, Y )；

(5) 当X,Y 相互独立时，Cov(X,Y ) = 0.
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例 1
设随机变量X,Y 相互独立且同分布，记 U = X−Y,V = X+Y，利
用协方差的性质，计算 U 与 V 的协方差.

解： Cov(U,V ) = Cov(X − Y,X + Y )

= Cov(X,X) + Cov(X,Y )− Cov(Y,X)− Cov(Y,Y )

= D(X)−D(Y )
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相关系数的定义

定义 6
设 (X,Y )为二维随机变量，D(X) > 0,D(Y ) > 0，称

ρ =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

为随机变量X 与 Y 的相关系数.

相关系数的另一种解释是标准化随机变量的协方差，这是因为

ρ =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= E

{[
X − E(X)

]√
D(X)

[
Y − E(Y )

]√
D(Y )

}
= E(X∗Y ∗)

注：相关系数是一个无量纲的数值.
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相关系数的性质

(1) |ρXY | ≤ 1;

(2) 若D(X) > 0,D(Y ) > 0，则 |ρXY | = 1的充要条件为

P{Y = aX + b} = 1(a ̸= 0).

特别地，

◦ ρXY = 1时，称X 与 Y 正相关，此时 a > 0；
◦ ρXY = −1时，称X 与 Y 负相关，此时 a < 0.

(3) ρXY = 0时，X 与 Y 之间没有线性关系，称X 与 Y 线性不相关，简称
不相关.

相关系数用来度量两个随机变量之间线性关系的密切程度，|ρXY |越接近于 1，
X 与 Y 之间的线性关系越显著；|ρXY |越接近于 0，X 与 Y 之间的线性关系
越微弱.
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(a) ρXY = −1 (b) ρXY = −0.95 (c) ρXY = −0.5 (d) ρXY = 0

(e) ρXY = 1 (f) ρXY = 0.95 (g) ρXY = 0.5 (h) ρXY = 0

图:相关系数与线性关系密切程度
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例 2
抛一枚均匀的硬币 10 次，若令 X,Y 分别表示出现正面和反面的次数，
求X 与 Y 的相关系数.

分析 X 与 Y 均服从二项分布，若利用相关系数的定义

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

需要计算 E(X),E(Y ),D(X),D(Y ),E(XY )，计算量比较大.

解：由题意可知X + Y = 10，所以X 与 Y 的相关系数 ρXY = −1.
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例 3

设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的联合分布律为 Y
X

0 1

0 0.1 0.1
1 0.8 0

，

求 ρXY .

解： 由题意可知X ∼ b(1,0.1)，Y ∼ b(1,0.8)则，

E(X) = 0.1,E(Y ) = 0.8;D(X) = 0.09,D(Y ) = 0.16.

E(XY ) = 0× 0× 0.1 + 1× 0× 0.1 + 0× 1× 0.8 + 1× 1× 0 = 0

Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = −0.08

ρXY = Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= −0.08√
0.09

√
0.16

= −0.67
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例 4
二维随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
1
8
(x+ y), 0 < x < 2,0 < y < 2,

0, 其他.

求（1）ρXY；（2）D(X + Y ).

解：（1）直接算相关的数字特征
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E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy

=

∫∫∫ 2

0

∫∫∫ 2

0

x

8
(x+ y)dxdy =

∫∫∫ 2

0

x

4
(x+ 1)dx =

7

6
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=
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0
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0

x2

8
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4
(x3 + x2)dx =

5

3

62/102



已经计算得到 E(X) = E(Y ) = 7
6
,E(X2) = E(Y 2) = 5

3
,E(XY ) = 4

3
，进

一步计算得到

Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) =
4

3
−

7

6
×

7

6
= −

1

36

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
5

3
−
(
7

6

)2

=
11

36

同理可计算D(Y ) = 11
36
，所以有

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= −
1

11

（2）

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2Cov(X,Y ) =
11

36
+

11

36
+ 2× (−

1

36
) =

5

9
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×

7

6
= −

1

36

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
5

3
−
(
7

6

)2

=
11

36

同理可计算D(Y ) = 11
36
，所以有

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= −
1

11

（2）

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) + 2Cov(X,Y ) =
11

36
+

11

36
+ 2× (−

1

36
) =

5

9
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不相关的定义

定义 7
若 ρXY = 0，则称X 与 Y 不相关.

定理 8
对随机变量X 与 Y，下列命题是等价的.

(1) X 与 Y 不相关（ρXY = 0）；
(2) Cov(X,Y ) = 0；
(3) E(XY ) = E(X)E(Y )；
(4) D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ).
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不相关与独立的关系

若X 与 Y 相互独立，则X 与 Y 不相关；反之不然.

例 5
设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的联合分布律
如表格所示，求 ρXY，并讨论X 与 Y 的相关
性和独立性.

Y

X
0 1 2 3

1 0 3
8

3
8 0

3 1
8 0 0 1

8

解：计算可得 E(X) = E(Y ) = 3
2
,E(XY ) = 9

4
，故

Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = 0,ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= 0

由此可知，X 与 Y 不相关.
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Y

X
0 1 2 3

1 0 3
8

3
8

0

3 1
8

0 0 1
8

0 1 2 3

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

然而，P{X = 0, Y = 1} = 0 ̸= P{X = 0}P{Y = 1} = 1
8
× 6

8
，所以X

与 Y 不独立.

注：
X 与 Y 不相关——仅针对线性关系而言；
X 与 Y 相互独立——针对一般关系而言.

事实上，本例中X 与 Y 虽然不相关，但是存在二次函数关系，故也是不独立
的.
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例 6
设 (X,Y )服从二维正态分布，

(X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)

证明X 与 Y 相互独立的充要条件是：X 与 Y 不相关.

证明： 因为二维正态分布的边缘分布是一维正态分布，故

X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)

故 E(X) = µ1,E(Y ) = µ2,D(X) = σ2
1,D(Y ) = σ2

2.

又因为 Cov(X,Y ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
(x−µ1)(y−µ2)f(x, y)dxdy = ρσ1σ2
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所以

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

= ρ

已经证明，当 (X,Y )服从二维正态分布时，X 与 Y 相互独立的充要条件是
ρ = 0，所以X 与 Y 相互独立的充要条件是X 与 Y 不相关.

注： 若 (X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)，则

（1）X ∼ N(µ1, σ
2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2)；

（2）E(X) = µ1,E(Y ) = µ2,D(X) = σ2
1,D(Y ) = σ2

2, ρXY = ρ；

（3）Cov(X,Y ) = ρσ1σ2；

（4）X 与 Y 相互独立与X 与 Y 不相关等价.
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矩与协方差矩阵
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矩的定义

定义 9
设X 和 Y 是随机变量
(1) 若 E

(
Xk
)
, k = 1,2, · · ·存在，则称其为X 的 k阶（原点）矩;

(2) 若 E
{[

X −E(X)
]k}

, k = 1,2, · · ·存在，则称其为X 的 k阶中
心矩；

(3) 若 E
(
XkY l

)
, k, l = 1,2, · · ·存在，则称其为X 和 Y 的 k+ l阶

混合矩;
(4) 若 E

{[
X −E(X)

]k[
Y −E(Y )

]l}
, k, l = 1,2, · · ·存在，则称其

为X 和 Y 的 k+ l阶混合矩中心矩.

注：随机变量X 的数学期望和方差分别是X 的 1阶原点矩和 2阶中心矩.
随机变量X 和 Y 的协方差是X 和 Y 的 2阶混合中心矩.
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协方差矩阵的定义

定义 10
设二维随机变量 (X1,X2)的四个二阶混合中心矩都存在，分别记为
c11 = Cov(X1,X1) = E

{[
X1 −E(X1)

]2}
c12 = Cov(X1,X2) = E

{[
X1 −E(X1)

][
X2 −E(X2)

]}
c21 = Cov(X2,X1) = E

{[
X2 −E(X2)

][
X1 −E(X1)

]}
c22 = Cov(X2,X2) = E

{[
X2 −E(X2)

]2}
将矩阵

[
c11 c12
c21 c22

]
称为随机变量 (X1,X2)的协方差矩阵.
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协方差矩阵的定义

定义 11
设 n 维随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn) 的二阶混合中心矩 cij =
Cov(Xi,Xj) = E

{[
Xi −E(Xi)

][
Xj −E(Xj)

]}
, i, j = 1,2, · · ·, n

都存在，称矩阵

C =


c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
... ... ...

cn1 cn2 · · · cnn


为 (X1,X2, · · ·,Xn)的协方差矩阵.

注：
（1）由协方差的性质 Cov(Xi,Xj) = Cov(Xj,Xi)，协方差矩阵是对称矩阵.
（2）协方差矩阵主对角线上的元素为D(Xi), i = 1,2, · · ·, n.
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例 1
设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律及边
缘分布律如表格所示，求 (X,Y ) 的协方差矩
阵.

Y
X

0 1 p·j

0 0.1 0.1 0.2
1 0.4 0.4 0.8
pi· 0.5 0.5 1

解：计算可得

E(X) = 0.5,E(Y ) = 0.8,D(X) = 0.25,D(Y ) = 0.16,E(XY ) = 0.4

Cov(X,Y ) = 0,Cov(X,X) = D(X) = 0.25,Cov(Y,Y ) = D(Y ) = 0.16

所以协方差矩阵为 C =

[
0.25 0
0 0.16

]
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例 2
设 (X,Y )服从二维正态分布，

(X,Y ) ∼ N(µ1, µ2, σ
2
1, σ

2
2, ρ)

求 (X,Y )的协方差矩阵.

解：因为
D(X) = σ2

1,D(Y ) = σ2
2,Cov(X,Y ) = ρσ1σ2

所以 (X,Y )的协方差矩阵为

C =

[
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
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注 1：
二维正态随机变量 (X1, X2)的概率密度函数为

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp
{

−1

2(1− ρ2)

[
(x1 − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
+

(x2 − µ2)
2

σ2
2

]}
引入向量和矩阵，将二维正态概率密度改写成另外一种形式.令

X =

[
x1
x2

]
,µ =

[
µ1

µ2

]
由 (X1, X2)的协方差矩阵

C =

[
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

]
可计算 C 的行列式和逆矩阵

detC = σ2
1σ

2
2(1− ρ2), C−1 =

[
1

σ2
1(1−ρ2)

−ρ
σ1σ2(1−ρ2)

−ρ
σ1σ2(1−ρ2)

1
σ2
2(1−ρ2)

]
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因为

(X−µ)⊤C−1(X−µ) =
−1

1− ρ2

[
(x1 − µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
(x1 − µ1)(x2 − µ2)

σ1σ2
+

(x2 − µ2)
2

σ2
2

]
于是二维正态随机变量的概率密度可以写为

f(x1, x2) =
1

(2π)
2
2 (detC)

1
2

exp
{
−1

2
(X − µ)⊤C−1(X − µ)

}
注 2：
n维正态随机变量 (X1, X2, · · · , Xn)的概率密度函数为

f(x1, x2, · · · , xn) =
1

(2π)
n
2 (detC)

1
2

exp
{
−1

2
(X − µ)⊤C−1(X − µ)

}
其中X = [x1, x2, · · · , xn]⊤,µ = [µ1, µ2, · · · , µn]

⊤,C 为协方差矩阵.
76/102



定理 12
(1) n 维正态随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn) 的每一个分量 Xi(i =
1,2, · · ·, n) 都是正态随机变量；反之，若 X1,X2, · · ·,Xn 都是正态随
机变量，且相互独立，则 (X1,X2, · · ·,Xn)是 n维正态随机变量；

(2) n 维随机变量 (X1,X2, · · ·,Xn) 服从 n 维正态分布的充要条件是
X1,X2, · · ·,Xn的任意的线性组合 k1X1+k2X2+ · · ·+k2Xn服从一
维正态分布（其中 k1, k2, ·, kn 不全为零）；

(3) 设 (X1,X2, · · ·,Xn) 服从 n 维正态分布，则 X1,X2, · · ·,Xn 相互
独立与X1,X2, · · ·,Xn 两两不相关是等价的.
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随机变量的数字特征习题
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知识点总结

随机变量的
数字特征

常见的数
字特征

期 望

方 差

协方差

相关系数

矩

常见分布的
数字特征

0− 1 分布

二项分布

泊松分布

均匀分布

指数分布

正态分布

数字特征
的定义

性 质

计算方法
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例 1
设 X 表示 10 次独立重复射击命中目标的次数, 每次射中目标的概率为
0.4,则X2 的均值 E(X2) =

18.4

.

解:由题意可知X ∼ b(10,0.4)，从而 E(X) = 4,D(X) = 2.4，
故

E(X2) = D(X) +
[
E(X)

]2
= 18.4
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例 2
设随机变量 X 服从参数为 1 的泊松分布，则 P{X ≥ D(X)} =

1 − e−1

.

解：X ∼ P (1)，则D(X) = 1，有

P{X ≥ D(X)} = P{X ≥ 1} = 1− P{X = 0} = 1− e−1
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例 3
设随机变量X 服从参数为 2的指数分布，则随机变量 Y = 2X+ e−2X

的数学期望 E(Y ) =

3
2

.

解：
E(Y ) = E

(
2X + e−2X

)
= 2E(X) +E

(
e−2X

)
= 2×

1

2
+

∫∫∫ +∞

−∞
e−2xf(x)dx

= 1+

∫∫∫ +∞

0
e−2x2e−2xdx

=
3

2
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例 4
设随机变量 X 与 Y 满足 E(X) = 1,E(Y ) = 2,D(X) = 1,D(Y ) =
4, ρXY = 0.6，则 E

[
(2X − Y + 1)2

]
=

4.2

.

解：E
[
(2X − Y + 1)2

]
= D(2X − Y + 1)+

[
E(2X − Y + 1)

]2
D(2X − Y + 1) = 4D(X) +D(Y )− 4Cov(X,Y )

= 4D(X) +D(Y )− 4ρ
√
D(X)

√
D(Y )

= 4× 1 + 4− 4× 0.6×
√
1×

√
4 = 3.2[

E(2X − Y + 1)
]2

=
[
2E(X)−E(Y ) + 1

]2
= 1

故 E
[
(2X − Y + 1)2

]
= 3.2 + 1 = 4.2
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例 5
设随机变量X 与 Y 满足 E(XY ) = E(X)E(Y )，则

B

正确.

D(XY ) = D(X)D(Y )(A) D(X+Y ) = D(X)+D(Y )(B)
X 与 Y 独立(C) X 与 Y 不独立(D)

X与Y独立⇒ X与Y不相关⇔



ρ = 0

⇕
Cov(X,Y ) = 0

⇕
E(XY ) = E(X)E(Y )

⇕
D(X ± Y ) = D(X) +D(Y )
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例 6
设随机变量X 与 Y 都服从正态分布，则

D

.

X + Y 服从一维正态分布(A) X 与 Y 不相关等价于独立(B)
(X,Y )服从二维正态分布(C) (X,−Y )未必服从正态分布(D)

解：假设X 服从标准正态分布，其分布函数为 Φ(x)，设 Z 是离散型随机变
量且与X 相互独立，其分布律为

Z −1 1

pk
1
2

1
2

令 Y = ZX，则 Y 的分布函数为
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FY (y) = P{Y ≤ y} = P{ZX ≤ y}

= P{Z = −1}P{ZX ≤ y|Z = −1}+ P{Z = 1}P{ZX ≤ y|Z = 1}

=
1

2
P{−X ≤ y}+

1

2
P{X ≤ y}

=
1

2
(1−Φ(−y))+

1

2
Φ(y) = Φ(y)

故 Y 也服从标准正态分布. 考虑概率 P{X + Y = 0}

P{X + Y = 0} = P{X +ZX = 0}
= P{Z = −1}P{X +ZX = 0|Z = −1}

+ P{Z = 1}P{X +ZX = 0|Z = 1}

=
1

2
P{X −X = 0}+

1

2
P{X +X = 0}

=
1

2
× 1 +

1

2
× 0 =

1

2
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因为X,Y 均服从标准正态分布，但是 P{X +Y = 0} = 1
2
，可知X +Y 一

定不是正态分布，选项（A）不正确.

下面计算X 与 Y 的协方差，注意到 Y = ZX，且X 和 Z 相互独立.

Cov(X,Y ) = Cov(X,ZX) = E(ZX2)−E(X)E(ZX)

= E(Z)E(X2) = 0

所以X 与 Y 相关系数 ρXY = 0，X 与 Y 不相关，但是由 Y 的构造方式
Y = ZX 可知，X 与 Y 不独立，所以选项（B）不正确.

由定理可知，当两个一维正态分布的任意线性组合（系数不全为零）服从正态
分布时，(X,Y )服从二维正态分布.所以选项（C）不正确.
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例 7
设二维随机变量 (X,Y ) 服从正态分布 N(1,0,1,1,0)，则 P{XY −
Y < 0} =

1
2

.

解：因为 (X,Y ) ∼ N(1,0,1,1,0)，则X ∼ N(1,1), Y ∼ N(0,1)，且由
ρ = 0，可知X 与 Y 相互独立.

P{XY − Y < 0} = P{Y (X − 1) < 0}
= P{Y < 0,X − 1 > 0}+ P{Y > 0,X − 1 < 0}
= P{X > 1}P{Y < 0}+ P{X < 1}P{Y > 0}

=
1

2
×

1

2
+

1

2
×

1

2
=

1

2
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例 8
袋中有标记号码为 1,2, · · ·, n的 n个球，从中有放回地取出 k个球，以
X 表示取出球的号码之和，求 E(X),D(X).

解：设随机变量Xi, (i = 1,2, · · ·, k)表示取出的第 i个球的号码，因为有放
回取球，所以X1,X2, · · ·,Xk 相互独立且具有相同的分布律，分布律为

Xi 1 2 · · · n

pt
1
n

1
n

· · · 1
n

故取出的 k个球的号码之和可表示为X =
∑∑∑k

i=1Xi.

E(Xi) =

n∑∑∑
t=1

tP{Xi = t} =

n∑∑∑
t=1

(
t×

1

n

)
=

n + 1

2

89/102



例 8
袋中有标记号码为 1,2, · · ·, n的 n个球，从中有放回地取出 k个球，以
X 表示取出球的号码之和，求 E(X),D(X).

解：设随机变量Xi, (i = 1,2, · · ·, k)表示取出的第 i个球的号码，因为有放
回取球，所以X1,X2, · · ·,Xk 相互独立且具有相同的分布律，分布律为
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Xi 1 2 · · · n

pt
1
n

1
n

· · · 1
n

E(X2
i ) =

n∑∑∑
t=1

t2P{Xi = t} =

n∑∑∑
t=1

(
t2 ×

1

n

)
=

(n + 1)(2n + 1)

6

D(Xi) = E(X2
i )−

[
E(Xi)

]2
=

n2 − 1

12

因此由期望的性质和方差的性质有

E(X) = E

(
k∑∑∑

i=1

Xi

)
=

k∑∑∑
i=1

E(Xi) =
k(n + 1)

2

D(X) = D

(
k∑∑∑

i=1

Xi

)
=

k∑∑∑
i=1

D(Xi) =
k(n2 − 1)

12
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例 9
设二维离散型随机变量 (X,Y )的分布律如
表格所示.
（1）求 P{X = 2Y }；（2）求 Cov(X −
Y,Y )；（3）判断X 与 Y 是否相关？是否
独立？

Y

X
0 1 2

0 1
4

0 1
4

1 0 1
3

0

2 1
12

0 1
12

解：（1）P{X = 2Y } = P{X = 0, Y = 0}
+ P{X = 2, Y = 1}

=
1

4
+ 0 =

1

4

（2）求得X,Y 的边缘分布律如表格所示

Y

X
0 1 2 p·j

0 1
4

0 1
4

1
2

1 0 1
3

0 1
3

2 1
12

0 1
12

1
6

pi·
1
3

1
3

1
3

1
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计算得 E(X) = 1,E(Y ) = 2
3
,E(XY ) = 2

3
，

故 Cov(X,Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) = 0
计算得 E(Y 2) = 1，故
D(Y ) = E(Y 2)−

[
E(Y )

]2
= 5

9
.则

Cov(X−Y,Y ) = Cov(X,Y )−D(Y ) = −
5

9
.

Y

X
0 1 2 p·j

0 1
4 0 1

4
1
2

1 0 1
3 0 1

3

2 1
12 0 1

12
1
6

pi·
1
3

1
3

1
3 1

（3）由于 Cov(X,Y ) = 0，故 ρ = 0，因此X 与 Y 不相关.

X 与 Y 的联合分布律与边缘分布律，不满足对于任意的 i, j 有 pij = pi·p·j，
故X 与 Y 不独立.
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例 10
二维随机变量 (X,Y )的概率密度为

f(x, y) =

{
12y2, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

0, 其他.

求（1）E(X),E(Y )；（2）D(X),D(Y )；（3）ρXY .

解：（1）E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
12xy2dy =

4

5

E(Y ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
yf(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
12y3dy =

3

5
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（2）E(X2) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
x2f(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
12x2y2dy =

2

3

D(X) = E(X2)−
[
E(X)

]2
=

2

75

E(Y 2) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
y2f(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
12y4dy =

2

5

D(Y ) = E(Y 2)−
[
E(Y )

]2
=

1

25

（3）E(XY ) =

∫∫∫ +∞

−∞

∫∫∫ +∞

−∞
xyf(x, y)dxdy =

∫∫∫ 1

0
dx
∫∫∫ x

0
12xy3dy =

1

2

ρXY =
Cov(X,Y )√
D(X)

√
D(Y )

=
E(XY ) − E(X)E(Y )√

D(X)
√
D(Y )

=

√
6

4
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例 11
设随机变量X 的概率密度为

f(x) =
1

2
e−|x|,−∞ < x < +∞,

求（1）E(X)；（2）求X 与 |X|的协方差 Cov(X, |X|)；
（3）判断X 与 |X|是否相互独立？

解：（1）E(X) =

∫∫∫ +∞

−∞
xf(x)dx =

1

2

∫∫∫ +∞

−∞
xe−|x|dx = 0

（2）Cov(X, |X|) = E(X|X|)−E(X)E(|X|) =
1

2

∫∫∫ +∞

−∞
x|x|e−|x|dx− 0 = 0
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因 Cov(X, |X|) = 0，可验证D(X) > 0,D(|X|) > 0，故X 与 |X|不相关.

（3）令 Y = |X|，可知X 与 Y 存在函数关系，即X 与 |X|存在函数关系，
故X 与 |X|不独立.
另外也可以通过

P{X ≤ 1, |X| ≤ 1} ̸= P{X ≤ 1}P{|X| ≤ 1}

可知X 与 |X|不独立.
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例 12
设 X 与 Y 是两个相互独立且均服从正态分布 N

(
0,

1

2

)
的随机变量，

求 E(|X − Y |),D(|X − Y |).

解：X 与 Y 相互独立且均服从正态分布N

(
0,

1

2

)
，令 Z = X − Y，则

Z = X − Y ∼ N(0,1)

E(|X − Y |) = E(|Z|) =
∫∫∫ +∞

−∞
|z|fZ(z)dz = 2

∫∫∫ +∞

0

z
√
2π

e−
z2

2 dz =

√
2

π

E(|X − Y |2) = E(|Z|2) = E(Z2) = D(Z) +
[
E(Z)

]2
= 1

故 D(|X − Y |) = E
(
|X − Y |2

)
−
[
E(|X − Y |)

]2
= 1− 2

π
.
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例 13
在区间 [0,1] 上任取 n 个数 X1,X2, · · ·,Xn，试求这 n 个数的最大值
和最小值的数学期望.

解：由题意可知，X1,X2, · · ·,Xn 相互独立，且均服从区间 [0,1]上的均匀分
布，分布函数记为

F (x) =


0, x ≤ 0,

x, 0 < x < 1

1, x ≥ 1.

记最大值为M = max(X1,X2, · · ·,Xn)，最小值为N = min(X1,X2, · · ·,Xn).
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M 的分布函数为

FM(z) = F n(z) =


0, z ≤ 0,

zn, 0 < z < 1

1, z ≥ 1.

M 的概率密度为

fM(z) = F ′
M(z) =

{
nzn−1, 0 < z < 1,

0, 其他.

M 的数学期望为

E(M) =

∫∫∫ +∞

−∞
zfM(z)dz =

∫∫∫ 1

0
nzndz =

n

n + 1
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N 的分布函数为

FN(z) = 1−
[
1− F (z)

]n
=


0, z ≤ 0,

1− (1− z)n, 0 < z < 1

1, z ≥ 1.

N 的概率密度为

fN(z) = F ′
N(z) =

{
n(1− z)n−1, 0 < z < 1,

0, 其他.

N 的数学期望为

E(N) =

∫∫∫ +∞

−∞
zfN(z)dz =

∫∫∫ 1

0
zn(1− z)n−1dz =

1

n + 1
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例 14
设 A,B 是两个随机事件，随机变量

X =

{
1, A出现，
0, A不出现.

, Y =

{
1, B出现，
0, B不出现.

证明随机变量X 与随机变量 Y 不相关的充要条件是A与B相互独立.

解：由题意可知X,Y,XY 的分布律分别为

X 0 1

pk 1− P (A) P (A)
, Y 0 1

pk 1− P (B) P (B)

XY 0 1

pk 1− P (AB) P (AB)
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显然X,Y,XY 均服从 0− 1分布，数学期望为

E(X) = P (A),E(Y ) = P (B),E(XY ) = P (AB)

必要性 已知随机变量X 与 Y 不相关，可知 E(XY ) = E(X)E(Y )，从而

P (AB) = P (A)P (B)

故事件 A与 B 独立.

充分性 已知事件 A与 B 独立，可知 P (AB) = P (AP (B)，从而有

E(XY ) = E(X)E(Y )

故X 与 Y 不相关.
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