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《概率论与数理统计》重要知识点及计算方法总结 

第一章 随机事件及概率 

1. 基本概念 

（1）随机试验、样本空间、随机事件； 

（2）事件的关系： 

包含关系： A B指 A 发生必然导致 B 发生； 

互不相容： AB ； 

对立： ,AB A B S ； 

独立： ( ) ( ) ( )P AB P A P B . 

2. 运算公式 

（1）德摩根律： A B A B= ， A B A B= ； 

（2）条件概率： ( )
( )

( )
|

P AB
P B A

P A
= ； 

（3）补集： ( ) 1 ( ), ( | ) 1 ( | )P A P A P A B P A B ； 

（4）加法： ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB= + − ； 

( ) | ( | ) ( | ) ( | )P A B C P A C P B C P AB C ； 

（5）减法： ( ) ( ) ( ) ( )P A B P AB P A P AB− = = − ； 

( ) | ( | ) ( | )P A B C P A C P AB C ； 

（6）乘法： 1 2 1 2 1 3 1 2 1 2 1( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )n n nP A A A P A P A A P A A A P A A A A ； 

（7）全概率公式： 

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | );
n

n n j j
j

P A P B P A B P B P A B P B P A B P B P A B （8）

贝叶斯公式： ( )
( ) ( )

( ) ( )
1

|
|

|

i i

i n

j j
j

P B P A B
P B A

P B P A B
=

=



. 

第二章 一维随机变量及其分布 

1. 已知离散型随机变量的分布律，求分布函数 ( )xF 的方法. 

（1）以 X 的特殊点（取值点）分割−到+； 
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（2）按右连续规则加等号； 

（3）概率累加. 

2. 对分布函数 ( )xF 性质的理解. 

（1） ( ) ( )0, 1F F− = + = ； 

（2） ( )xF 为单调不减函数； 

（3） ( )xF 右连续

( )

( )

( )











—右连续—在间断点

大部分都连续
——离散型

始终连续！——连续型

xF

xF
vr

xFvr

..

..

 

说明： 

（1）性质 1—3，可作为判断分布函数的充要条件； 

（2） ( ) ( )  bXaPaFbF =−  ( )ab  ； 

（3）   ( ) ( )0−−== aFaFaXP ；连续点 0 0F a F a . 

3. 连续型随机变量的概率、分布函数与概率密度的关系. 

概率  分布函数  概率密度 

 P x−   +  =  ( ) ( )F F+ − −  =  ( ) 1f x dx  

 P X x  =  ( )F x  =  ( )
x

f x dx  

 P a X b   =  ( ) ( )F b F a−  =  ( )
b

a
f x dx  

 P X a=  =  ( ) ( )0F a F a− −  =  ( )
a

a
f x dx 0=  

4. 求一维连续型随机变量函数分布的方法. 

已知：（1） X 的概率密度 )(xf ； （2） )(XgY = , 

求：Y 的概率密度 ( )Yf y . 

方法 1（分布函数法） 

（1）求Y 分布函数： ( )   ( ) YF y P Y y P g X y=  =  = dxxf X

yxg

)(
)(




; 

（2）求导数： )()( yfyF YY = . 

注意： 

（1）一般要讨论 y 的范围； 

（2） dxxf X

yxg

)(
)(




一般不用计算，直接用微积分中“变上下限函数”的导数公式求
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导，得到 ( )Yf y . 

方法 2（公式法） 

当 ( )xgy = 是分段严格单调的可导函数时，有： 

( )
( )( ) ( )  

           0           

i i

Y

f h y h y y
f y

 
= 


 ， 有定义的区间，

， 其他.
. 

其中 ( )ix h y= 是 ( )xgy = 的分段区间上的反函数. 

5. 几种重要分布的数学期望与方差 

分布 分布律或概率密度 数学期望 方差 

两点分布 

(1, )X B p  

1{ } (1 )k kP X k p p −= = −  

0,1k =  

p  (1 )p p−  

二项分布 

( , )X B n p  

1{ } (1 )k k k

nP X k C p p −= = −  

0,1, 2, ,k n=  

np  (1 )np p−  

泊松分布 

( )X P   

 
!

ke
P X k

k

 −

= =  

( =0,1,2, , 0)k    

    

均匀分布 

~ ( , )X U a b  

1
,    

( )

0,              

a x b
f x b a


 

= −

 其他

 
2

a b+
 

2( )

12

b a−
 

指数分布 

~ ( )X E   

,        0
( )

0,              

xe x
f x

 − 
= 
 其他

 
1


 

2

1


 

正态分布 

2~ ( , )X N    

2

2

( )

2
1

( )
2

x

f x e







−
−

=    2  

第三章 多维随机变量及其分布 

1. 已知二维连续型随机变量 ( , )X Y 的概率密度 ( , )f x y 为分段函数，求边缘概率

密度的方法（以 ( )Xf x 为例）. 

（1）写公式：
-

( ) ( , )dXf x f x y y
+


=  ； 
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（2）画图：平面直角坐标系中画出 ( , ) 0f x y  的表达式所在的区域； 

（3）作射线：在（2）中区域画若干条 y 从 −到 +的射线，从而确定 y 穿过

( , ) 0f x y  的区域的边界，即确定 y 的积分上下限
( )

( )
( , )d

h x

g x
f x y y ； 

（4）配上 ( )Xf x 其他部分：得到

( )

( )
( , )d ,

( )
0,

h x

g x
X

f x y y x
f x

的区间,

其他.
 

2. 已知二维连续型随机变量 ( , )X Y 的概率密度 ( , )f x y ，求三种概率的方法总结. 

（1）     ( ), , = ,
D

P X Y P X Y D f x y dxdy= 的不等式 落在某区域  

（2）   ( )|| |
d

Y X
c

P c Y d X a f y x dy  = =  （带入 x a= ） 

（3）  
 

 bXaP

bXadYcP
bXadYcP




=

,
|  

                        

, ,

, ,

b d

a c
D

b

Xa

b

a
D

f x y dxdy dx f x y dy

f x dx

f x y dxdy dx f x y dy

方法①

方法②

 

3. 求二维离散型随机变量函数的分布律的方法. 

已知：（1） ( )YX , 的分布律；（2） ( )YXgZ ,= ， 

求： Z 的分布律. 

方法：（1）列出 Z 的所有可能取值； 

     （2）对应算概率（ Z 的取值 X 与Y 的取值）. 

4. 求二维连续型随机变量函数的概率密度的方法. 

已知：（1） ( )YX , 的概率密度 ( , )f x y ； （2） ( , )Z g X Y= ， 

求： Z 的概率密度 ( )Zf z . 

方法 1（分布函数法） 

（1）求 Z 的分布函数： ( )   ( ) ,ZF z P Z z P g X Y z=  =  =
( )

( )
,

,
g x y z

f x y dxdy


 ; 

（2）求导数： ( ) ( )Z ZF z f z = . 

方法 2（公式法）当 , , ,
X

Z kX Y X kY XY
Y

时，一般才用公式法，公式为： 
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（1） Z kX Y 时： ,Z X Yf z f x z kx dx f x f z kx dx
若独立

； 

（2） Z X kY 时： ,Z X Yf z f z ky y dy f z ky f y dy
若独立

； 

（3） Z XY 时：
1 1

, ,Z

z z
f z f x dx f y dy

x x y y ； 

（4）
X

Z
Y

时： ,Zf z y f yz y dy； 

（通过下面的具体例子讲解方法） 

例：  aUX ,0~ ， X 与Y 独立同分布，求 YXZ += 的概率密度 ( )zfZ . 

解：（1）写公式： ( ) ( ) ( ) ( )dxxzfxfdxxzxfzf YXZ 
+

−

+

−
−=−=

独立

, ； 

（2）为使被积函数≠0，要求：
0 ,

0 ;

x a

z x a z a x z

 


 −  → −  
 

（3）画数轴（关于积分变量 x 的数轴）： x 要落在 (0, )a 之间， x 还要落在

( , )z a z− 之间，则需讨论 z 的区间； 

（4）讨论 z 的区间： 0 : 0Zz f z ， 

                 
20

1 1
0 :

z

Z

z
z a f z dx

a a a
， 

                 
2

1 1 2
2 :

a

Z z a

a z
a z a f z dx

a a a
， 

                 2 : 0Zz a f z . 

5. 已知 nXXX ,,, 21  相互独立且同分布，其分布函数为 ( )XF x ,  

若 1 2max{ , , , }nZ X X X= ，则 ( ) ( )n

Z XF z F z= ； 

若 1 2min{ , , , }nZ X X X= ，则 ( )( ) 1 1 ( )
n

Z XF z F z= − − . 

第四章 数字特征 

1. 计算数学期望的常用思路： 

（1）利用性质：例如 ( )E aX bY Z aEX bEY EZ  

（2）利用常见分布已知的期望方差结果，及方差公式变型： ( )
22EX DX EX= +  . 

例如： ~ ( )X P  ，则 
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2 2 2 2( 3 1) ( ) 3 1 ( ) 3 1 4 1.E X X E X EX DX EX EX  

（3）利用随机变量函数的期望公式： 

例： ( )( ) ( ) ( )E g X g x f x dx
+

−
=  ； ( )( ) ( ) ( ), , ,E g X Y g x y f x y dxdy

+ +

− −
=   . 

（4）涉及正态分布的特殊情形：利用相互独立的正态分布的线性组合仍服从正

态分布，将多个正态分布的问题转化为一维正态分布的相关问题. 

例：X,Y 相互独立，且均服从正态分布 2( , )N ，求 { 0}, (| |).P X Y E X Y  

解：设 2, ~ (0,2 ) ,Z X Y Z N则 则
 

{ 0} { 0} 0.5.P X Y P Z
 

2

22 2
1

(| |) (| |) ( ) e
2 2

z

zE X Y E Z z f z dz z dz
 

2

2 24

0

2 1 2
e 2 .

2

z

z dz  

（5）涉及离散型随机变量求期望的特殊情形：利用分解思想， 

( )1 2 nEX E X X X= + + +
 

——适用于离散型随机变量的分布律较难求的情况. 

例：求二项分布随机变量 X 的期望和方差时，将 X 分解为若干个相互独立的 0-1

分布 iX 的和，即 1 2 nX X X X ，得到 ( ), ( ) .i iEX nE X DX nD X  

2. 本章常用公式 

（1）方差相关公式 

( ) ( )222
EXEXEXXEDX −=−= ,  ( )22 EXDXEX +=  

( ) DXabaXD =+ 2  

( ) ( )YXDYDXYXD ,cov2+=  

( ) ( ) ( ) ( )ZXZYYXDZDYDXZYXD ,cov2,cov2,cov2 +++=+  

（2）协方差、相关系数相关公式 

( ) ( )( )  ( ) DYDXEYEXXYEEYYEXXEYX XY =−=−−= ,cov  

( ) DXXX =,cov ， ( )cov , 0X C =  

( ) ( ) ( )ZYbZXaZbYaX ,cov,cov,cov +=+ （“记得用”） 
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( )
DYDX

YX
XY


=

,cov
  

例： 6.0,4,1,2,1 ===== XYDYDXEYEX  ，则 ( )
2

2 1 4.2E X Y− + = . 

3. 独立与不相关的关系、不相关的若干充要条件 

X 与Y 独立（无任何关系） X 与Y 不相关（无线性关系）
( )

( )
( )












+=

=

=

=

DYDXYXD

EYEXXYE

YX

XY

0,cov

0

 

4. 正态分布的若干结论 

（1） ( )2~ ,X N   ，则 ( )~ 0,1
X

N




−
  

（2） ( )2~ ,X N   ，则 ( )2 2~ ,aX b N a b a + +   

（3）相互独立的正态分布的线性组合仍服从正态分布，即 ( )2~ ,i i iX N   ，

( )1,2, ,i n=   ，且 1 2, , nX X X 相互独立，则 

2 2

1 1 2 2

1 1

~ ,
n n

n n i i i i

i i

a X a X a X N a a 
= =

 
+ +   

 
   

（4）若 ( ),X Y  服从二维正态分布，即 ( ) ( )2 2

1 2 1 2, ~ , ; , ;X Y N      ，则 

① ( )2

1 1~ ,X N   ， 2

2 2~ ,Y N ；（反之不成立） 

② X 与Y 独立 X 与Y 不相关；（反之不成立） 

③ aX bY 服从一维正态分布；（反之不成立） 

④ ,aX bY cX dY 服从二维正态分布. 

第五章 大数定律及中心极限定理 

1. 契比雪夫不等式 

  2

( )
( )

D X
P X E X 


−   ，   2

( )
( ) 1

D X
P X E X 


−   − . 

2. 大数定律 

（1）2 项内涵：通过严谨证明保证——频率依概率趋于概率，平均值依概率趋

于真值. 

（2）做题常用公式：
1

1 n
Pk k

i i
i

X E X
n

，其中 iX 两两相互独立且同分布. 

3. 中心极限定理 
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（1）勒维—林德贝格（独立同分布）中心极限定理：
1

n

i
i

X 2,N n n ，其

中 iX 为两两相互独立且同分布，且 ( ) =kXE 、 ( ) 2 0kD X =  . 

（2）棣莫弗—拉普拉斯（二项分布）中心极限定理：若随机变量 ~ ( , )X B n p ，

则在n 时 ~ ( , (1 ))X N np np p . 

第六章 数理统计的基本概念 

1. 本章常用公式与结论 

（1）样本均值
1

1 n

i

i

X X
n =

=  ；样本方差 ( )
22

1

1
 

1

n

i

i

S X X
n =

= −
−
 ； 

（2） ( )E X EX= ， ( )
DX

D X
n

= ， DXSE =)( 2 ； 

（3） 2 、 t 、 F 分布的构造原理： 

( )2 2 2 2

1 2 nn X X X = + + +
， ( )

/

X
t n

Y n
=

，
( )

/
,

/

X n
F n m

Y m
=

 ;
 

（4）正态总体的若干统计量及其分布（前提：总体 ( )2~ ,X N   ），则 

2

~ ,X N
n



 
 
 

， ( )~ 0,1
/

X
N

n





−
， ( )~ 1

S/

X
t n

n

−
− ，

( )
( )

2

2

2

1
~ 1 .

n S
n



−
−  

2. 求统计量服从分布的一般思路 

（1）猜：根据问题先猜统计量服从的分布； 

（2）凑：看已知什么，按 2 、 t 、F 分布的构造原理，自己去凑； 

（3）记得正态分布“标准化”； 

（4）最后整理，如果猜的方向对，自然就会出来结果. 

第七章  参数估计 

1. 点估计是要作什么？ 

已知：（1）总体 X 的分布，其中含有未知参数； 

     （2）样本 nXXX ,,, 21 
， 

目的：构造关于样本 nXXX ,,, 21  的函数，去估计， 

称： ( )nXXXg ,,,ˆ
21 = 为的估计量， ( )nxxxg ,,,ˆ

21 = 为的估计值. 
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2. 矩估计的计算步骤： 

（1）求出总体矩：  ,,,, 2 KEXEXEX ； 

（2）写出样本矩： 1

1

1 n

i

i

A X
n =

=  ， 2

2

1

1 n

i

i

A X
n =

=  ，…， 
=

=
n

i

K

iK X
n

A
1

1
…；

 

（3）列方程：令















=

=

=





K

K AEX

AEX

AEX

2

2

1

，即可求出 ˆ
. 

例： ~ , 0X E 未知，样本 nXXX ,,, 21  ，求的矩估计. 

解：（1）


1
=EX ；（2） XX

n
A

n

i

i == 
=1

1

1
；（3）令

X
X

1ˆ1
== 


. 

说明： 

（1）一般有几个参数，列几个方程； 

（2）结果记得加 ^； 

（3）矩估计法不唯一（由此后面引出了点估计的评价）; 

（4）大数定律：
1

1 n
PK K

i

i

X EX
n =

⎯⎯→ ，即 P K

KA EX⎯⎯→ 保证了矩估计法的合理性. 

3. 极大似然估计的计算步骤： 

计算原理：当极大似然函数 ( )L  取最大值时，求相应的参数的方法. 

常见计算步骤： 

（1）写出极大似然函数： 

( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 1 2 2

1 2

{ } { } { },

,

离散型总体,

连续型总体.
n

n n

X X X n

P X x P X x P X x
L

f x f x f x


= = =
= 


 

（2）取对数： ( )Lln ； 

（3）求导数：令
( )

0
d

dln
=



L
，求出估计量̂ . 

说明： 

（1）若有多个参数，则上面第三步中 ( )Lln 应对每个参数求偏导数，并令其为

0，求出各个参数的估计量； 

（2）上述求 ( )L  最大值的方法并不严格（未讨论导数不存在的点、未判断是否
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为极大值点或最大值点），但因概率都是实际问题，一般导数为零的结果只有一

个，就认为这个结果为的估计了. 

（3）上面的步骤可能失效（一般未知参数为总连续型总体概率密度的分段点时，

一定失效），无法求出̂ .此时，应从原理上分析，直接分析 ( )L  ，找到使 )(L 取

得最大值时的估计量，该情况一般的结论是 

),,,max(ˆ
21 nXXX = 或 ),,,min(ˆ

21 nXXX = . 

4. 点估计的评价 

（1）无偏性： ˆ( )E  = ，称̂ 是参数的无偏估计. 

（2）有效性： 1 2
ˆ ˆ( ) ( )E E ，且 1 2

ˆ ˆ( ) ( )D D  ，称 1̂ 较 2̂ 有效. 

（3）一致性：̂ 依概率收敛于 ，称̂ 为的一致（相合）估计. 

5. 一个正态总体前提下对参数的双侧区间估计 

未知参数 选择的统计量及分布 −1 置信区间 

  

2 已知 ~ (0,1)
/

X
Z N

n
 

2 2

  ,  X z X z
n n

 

  
− + 

 
 

2 未知 ~ ( 1)
/

X
T t n

S n
 

2 2

( 1)  ,  ( 1)
S S

X t n X t n
n n

 

 
− − + − 

 

 

2  
2

2 2

  2

1
~ ( 1)

n S
n  

( ) ( )














−

−

−

−

− )1(

1
  ,  

)1(

1
2

 21

2

2

 2

2

n

Sn

n

Sn

 
 

第八章  假设检验 

1. 显著性水平 是什么？ 

显著性水平  = 犯第一类错误（弃真）的概率 = P{拒绝 H0 | H0 为真} 

2. 一个正态总体前提下对参数的双侧假设检验 

原假设 H0 选择的统计量及分布 拒绝域 

0

 

2 已知 
0 ~ (0,1)

/

X
Z N

n
 

2

| |z z  

2 未知 
0 ~ ( 1)

/

X
T t n

S n
 

2

| | ( 1)t t n  

2 2

0
 

2

2 2

  2

0

1
~ ( 1)

n S
n  

2  )1(2

2

−n 或 2  )1(2

2
1

−
−

n  

 


