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3.1 引言

一．运动分析的数学实质

线性系统的状态方程为：

 运动分析的目的：从系统数学模型出发，定量地

和精确地定出系统运动的变化规律，以便为系统的

实际运动过程做出估计。

 0 0 0( ) ( ) , ( ) , ,A t B t t t t t   x x u x x

0, (0) , 0A B t   x x u x x
或

 数学实质：相对于给定的初始状态x0和外输入作

用u，求解出状态方程的解x(t)，即由初始状态和外

输入作用所引起的状态响应。
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二．零输入响应和零初态响应

系统在初始状态和输入向量作用下的运动分解为两个单独的分运动，

即由初始状态引起的自由运动和由输入作用引起的强迫运动。

1.  零输入响应

零输入响应：指系统输入u为零时，由初始状态x0单独

作用所引起的运动。即状态方程

的解，用 表示。0 ( )u tx

 0 0 0( ) , ( ) , ,A t t t t t  x x x x
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零初态响应：指系统初始状态x0为零时，由系统输入u单

独作用所引起的运动。即状态方程

的解，用 表示。

2.  零初态响应

 0 0( ) ( ) , ( ) , ,A t B t t t t t   0x x u x

0 ( )xx t

系统总的运动响应 是零输入响应和零初

态响应的叠加，即

( )x t

0 0( ) ( ) ( )u xx t t x t x
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3.2   线性时不变系统的运动分析

一．零输入响应

输入u = 0时，线性定常系统的状态方程：

0, (0) , 0A t  x x x x

称为齐次状态方程。求线性定常系统的零输入响应，其

实就是求该齐次状态方程的解。

1.  矩阵指数函数

定义n×n的矩阵函数

为矩阵指数函数。

2 2

0

1

2
At k k

k

e I At A t A t
k





      1

！ ！
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2.  零输入响应

0, (0) 0A t   ，x x x x 0 0( ) At
ux t e x

0( )
0 0( ) A t t
ux t e  x

第3章线性系统的运动分析

0 0 0, ( )A t t t   ，x x x x

说明：零输入响应即自由运动轨线的形态，仅由

系统的矩阵指数函数唯一确定。

如何求矩阵指数函数？

 

x1 

x2 x(t0) x(t1) 

x(t2) 

x(t) 
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证：设 的解为：0, (0) , 0A t  x x x x
2

0 1 2
0

( ) , 0k
k

k

t t t t t




     x b b b b

带入状态方程

2 2
1 2 3 0 1 22 3t t A A t A t      b b b b b b 

比较t k 两边的系数向量

2 3
1 0 2 1 0 3 2 0 1 0

1 1 1 1 1 1
, , , , ,

2 2 3 3
k

k kA A A A A A A
k k      b b b b b b b b b b b 

！ ！ ！

2 2 3 3
0

1 1
( ) , 0

2 3
t At A t A t t       

 


！ ！
x I b

x(0)=b0，x(0)=x0

2 2 3 3
0 0

1 1
( ) , 0

2 3
Att At A t A t x e x t        

 


！ ！
x I
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Ie At

t


 0
lim(1)

tATAt T

ee )((2)

(3)  令t和τ为两个自变量，则必成立

AtAAAttA eeeee   )(

(4) AtAt ee  1)(
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3.矩阵指数函数性质 2 2

0

1

2
At k k

k

e I At A t A t
k





     1

！ ！
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(5) 设有n×n常阵A和F,如果A和F是可交换的，

则必成立

AtFtFtAttFA eeeee  )(

(6) AeAee
dt

d AtAtAt 

(7) 对给定方阵A，必成立

,2,1,0,)( )(  mee mtAmAt
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方法一：定义法

直接利用矩阵指数函数的定义式计算，即

0

1 1

! !
At k k k k

k

e At A t A t
k k





       

0

1

!

N
At k k

k

e A t
k


其中：N可根据实际系统精度要求确定。

4 矩阵指数函数的计算方法

说明：该方法只能得到eAt的数值结果，一般不能写成闭合

形式。实际计算时，可取前有限项给出近似结果。

如何求矩阵
指数函数？
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(1)当矩阵A为对角线矩阵，即 时},,{ 1 ndiagA  
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2 2 3 3

2
1 1

2

2

1
0

0

1 1

2! 3!

1

2!

1

1
n

A t

n n

k k

k t

t

k k
n

k

e I At A t A t

I t t

t
k

e

e

t
k





 

 













    

  
       
     

 
 
   
       
     
 
 







  






！

！
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(2)当矩阵A具有如下形式


















000

100

010

A

则A是幂零矩阵，即自乘若干次后化成零矩阵。

2

2

0 0

1 2
1 1

0 1
! !

0 0 1

At k k k k

k k

t t

e A t A t t
k k



 

 
     
  

 

第3章线性系统的运动分析


















000

100

010

A 2

0 0 1

0 0 0

0 0 0

A

 
   
  

0 0 0

0 0 0 , 3, 4,5

0 0 0

kA k

 
   
  


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推广到如下形式的n阶方阵：

2 3 1

2 2

2

1
2 ! 3! ( -1) !

0 1 0
0 1

0 1 0 2 ! ( - 2) !

    0 0 1

0 1
0

0 2 !

0 1

n

n

At

t t t
t

n

t t
t

n

A e t

t

t





 
 
 
  
  
  
    
  
  
     
 
 
 







   

 

 
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(3) 当A具有如下形式












0

0




A

由矩阵指数函数定义，有
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2 32 3

2 3

2 2 4 4 3 3 5 5

3 3 5 5 2 2 4 4

1 0 0 0 0

0 1 0 2! 3!0 0

1 1 1 1
1

2! 4! 3! 5!    
1 1 1 1

1
3! 5! 2! 4!

cos sin
    

sin cos

At t t
e t

t t t t t

t t t t t

t t

t t

  
  

    

    

 
 

       
                  
       

  
         
 

   



 

 
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例： 求下列系统状态方程的解

1 1 1

2 2 2

(0)0 1
, (0)

(0)0 0

x x x
x

x x x

      
       
      




解：
0

1 1

! !
At k k k k

k

e At A t A t
k k





       











00

10
A 










00

0032 kAAA 

矩阵指数函数：
1 0 0 1

0 1 0 0 0 1
At t t

e
     

       
     

状态方程的解： 1 1

2 2

( ) (0)1
( ) (0)

( ) (0)0 1
At x t xt

x t e x
x t x

    
      

    
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方法二：特征值法

 利用对角形变换求解

当A的n个特征值 两两互异时，由属于各个特征值

的右特征向量组成变换矩阵 ,在变换 作

用下化A为对角线规范形

1 2, , , n  

1
-1 -1

n

P AP=P PA





 
   
  



1

n

t

At -1

t

e

e P P

e





 
   
  

则有：

 -1
1 2 nP     x Px

-1A PAP
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方法三：预解矩阵法(拉氏反变换法)

对给定的n×n常阵A，

证明： 0(0)A x x x , x

拉氏变换

0( ) ( )s s A s X x X

0( ) ( )s A s X x
（sI-A）非奇异

0( ) Atx t e x

拉氏反变换

1 1
0( ) [( ) ]t L s A  x x

1 1( )Ate L sI A    

第3章线性系统的运动分析

1 1( )Ate L sI A    

1
0( ) ( )s s A  X I x
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例：求下列状态方程的解

1 1 1

2 2 2

(0)0 1
, (0)

(0)2 3

x x x
x

x x x

      
              




解：1）特征矩阵:
0 0 1 1

0 2 3 2 3

s s
s A

s s

     
               

I

1 3 1( ) 1
( )

2( 1)( 2)

sadj s A
s A

ss A s s
  

        




2 1 1 1

1 2 1 2
2 2 1 2

1 2 1 2

s s s s

s s s s

        
        
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2）预解矩阵:
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3）矩阵指数函数：

4）状态方程的解：

2 2
1 1

2 2
2 2

( ) (0)2e e e e
( ) (0)

( ) (0)2e 2e e 2e

t t t t
At

t t t t

x t x
x t e x

x t x

   

   

     
              

2 2
1 1

2 2

2
[( - ) ]

-2 2 - 2

t t t t
At

t t t t

e e e e
e L sI A

e e e e

   
 

   

  
     
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二.  零初态响应

, (0) 0 0A Bu t    ，x x x

第3章线性系统的运动分析

0 0, ( ) 0A Bu t t t    ，x x x

( )
0 0

( ) ( ) , 0
t A t

xx t e B d t    u

变量替换

0 0
( ) ( ) , 0

t A
xx t e B t d t     u

该形式更
便于计算

0

( )
0 0( ) ( ) ,

t A t
x t

x t e B d t t    u
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证：

  ( )At At At At Atd d
e x e x e x e x Ax e Bu t

dt dt
          

 
 

对上式从0至t进行积分

0
( ) (0) ( )

tAt Ae x t x e Bu d     
(0) 0x  ，上式两边左乘eAt

( )

0 0
( ) ( ) ( )

t tAt A A tx t e e B d e B d       u u
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三．线性定常系统的状态运动规律

初始状态x0和外输入作用u共同作用下的状态方程

0, (0) , 0A B t   x x u x x

0 0 0, ( ) ,A B t t t   x x u x x
或

的解，可由零输入响应和零初态响应叠加而得出。

积分法

拉氏变换法

主要方法有如下两种：
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1．积分法：

在求出系统矩阵指数函数 的基础上，

直接利用公式计算：

Ate

( )
0 0

( ) ( ) , 0
tAt A tx t e e B d t    x u

变量替换

0 0
( ) ( ) , 0

tAt Ax t e e B t d t     x u

该形式更
便于计算
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2．拉氏变换法：  1 1
0( ) ( ) [ + ( )]t L s A B s  x x U

0( ) ( ) ( ), (0) , 0x t Ax t Bu t x x t   

0( ) ( ) ( )s s A s B s  X x X U

0( ) ( ) ( )s A s B s  X x U

1
0( ) ( ) [ + ( )]s s A B s X x U

 1 1
0( ) ( ) [ + ( )]t L s A B s  x x U

证明：

拉氏变换

（sI-A）非奇异

拉氏反变换
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例：已知系统的状态空间描述和初始条件如下：

 

1

2

(0)0 1 0 1
,

(0)6 5 1 1

6 1

x
x x u

x

y x

      
               




求系统在单位阶跃输入u(t) = 1(t)作用下的状态响

应和输出响应。

解： 1

6 5

s
sI A

s

 
    
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1 5 1( ) 1
( )

6det( ) ( 2)( 3)

5 1

( 2)( 3) ( 2)( 3)

6

( 2)( 3) ( 2)( 3)

3 2 1 1

2 3 2 3
6 6 3 2

3 2 3 2

sadj sI A
sI A

ssI A s s

s

s s s s

s

s s s s

s s s s

s s s s

  
        

 
     
      
        
       

1）积分法：
2 3 2 3

1 1

3 2 3 2

3 2
( )

6 6 3 2

t t t t
At

t t t t

e e e e
e L sI A

e e e e

   
 

   

  
         
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由于： ，所以( ) 1u t  ( ) 1u t  

0

2 3 2 3 2 3 2 3

3 2 3 2 3 2 3 20

2 3 2 3

3 2 3 2

( ) (0) ( )

1 03 2 3 2
1

1 16 6 3 2 6 6 3 2

4 3

9 8 3 2

tAt A

t t t t
t

t t t t

t t

t t

x t e e B t d

e e e e e e e e
d

e e e e e e e e

e e e e

e e e e



   

   

 

 

 


       

       

   

   

  

         
                 

   
    





x u

2 32 3

3 20
3 2

0

2 3 2 32 3

3 2
3 2 3 2

1 1
4 3

2 3
9 8

1 1 1 7 8 1
4 3

2 3 6 2 3 6
9 8 8 7

t

t t
t

t t

t t t tt t

t t
t t t t

e ee e
d

e e e e

e e e ee e

e e e e e e

 

 


  

 
 

    

 
   

                   

                           



 
2 3

2 3

3 2

7 8 1
( ) ( ) 6 1 1 14 82 3 6

8 7

t t
t t

t t

e e
y t cx t e e

e e

 
 

 

       
 

 
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2）拉氏变换法：

1

2

( ) ( ) { ( ) (0)}

5 1

0 1( 2)( 3) ( 2)( 3) 1

6 1 1

( 2)( 3) ( 2)( 3)

5 1 6 1
1

( 2)( 3) ( 2)( 3) ( 2)(
1

6 1
( 2)( 3) ( 2)( 3)

s s A B s

s

s s s s

s s

s s s s

s s s
s s s s s s

s
s

s s s s

  

 
                             

   
         
         

X I U x

3)

5

( 2)( 3)

s

s

s s

 
  
 
   
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 

2

1 1

2 3
1

3 2

6 1

( 2)( 3)
( ) ( )

5

( 2)( 3)

7 1 8 1 1 1
7 8 1

2 2 3 3 6
2 3 6

8 7
8 7

3 2

t t

t t

s s

s s s
t L X s L

s

s s

e es s sL
e e

s s

 

 


 

   
               

                               

x

 
2 3

2 3

3 2

7 8 1
( ) ( ) 6 1 1 14 82 3 6

8 7

t t
t t

t t

e e
y t cx t e e

e e

 
 

 

       
 

 
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3.3   线性定常系统的状态转移矩阵

一．线性定常系统的状态转移矩阵

1．状态转移矩阵的定义

0 0 0, ( ) ,A B t t t   x x u x x

称满足如下矩阵方程

0 0 0( ) ( ),t t A t t t t     

的n×n矩阵 为系统的状态转移矩阵。0( )t t 

(0)  I

导数条件

初始条件
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考虑系统 的矩阵指数函数

0 0( ) ( )A t t A t td
e Ae

dt
 

Ax x

0

0

( )A t t
nt t

e I




0( )
0 0( ) ,A t tt t e t t   

( ) , 0Att e t  

当t0 = 0时，可将其表为

结论：线性定常系统的状态转移矩阵就是矩阵指数函数eAt

0( )
0,A t te t t 

导数条件

初始条件
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2.  基本解阵的定义

由方程 的任意n个线性无关解所构成的n×n

矩阵函数 ，称为方程 的一个基本解阵。

Ax x
Ax x( )t

基本解阵 具有如下性质：( )t

0 0( ) ( ), ( ) ,t A t t H t t    

其中：H为非奇异实常值矩阵。
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1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( )= ( ) ( ) ( )t t t t A t t A t t          

1
0 0 0 0(0) ( ) ( ) ( )t t t t I      

1
0 0 0( ) ( ) ( ),t t t t t t     

证明：

线性定常系统的状态转移矩阵和系统的基本解

阵间的一个基本关系式：
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3．用状态转移矩阵表示的系统运动规律表达式

   
0

0 0 0( ) ( ) ,
t

t
x t t t t B d t t        x u

   0 0
( ) ( ) , 0

t
x t t t B d t       x u或

变量替换

   0 0
( ) ( ) , 0

t
x t t B t d t       x u

该形式更
便于计算
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二．线性定常系统的状态转移矩阵的性质

1  )0(

1
0 0( ) ( ) ( )t t t t    

1
0 0(0) ( ) ( )t t     I

2 ( ) ( ) ( )t A t t A    

1 1( ) ( ), ( ) ( )t t t t        

1 1 1 1
0 0 0 0( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )t t t t t t t t            

3 状态转移矩阵的逆



第3章线性系统的运动分析

8

4 状态转移矩阵的传递性

2 0 2 1 1 0( ) ( ) ( )t t t t t t      

1 1
2 1 1 0 2 1 1 0

1
2 0 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t t t t t t t

t t t t

 



        

     

证明：
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5 时间变量为独立变量和的状态转移矩阵

2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ( )) ( 0) (0 ( )) ( ) ( )t t t t t t t t              

6 时间变量数乘的状态转移矩阵

 ( ) ( )
k

k t t  

证明：  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

kt t t t t t t t             
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7                 由A唯一地确定，当利用

计算时， 与所选择的 无关。

0( )t t 

0( )t t 

1
0 0 0( ) ( ) ( ), ( )t t t t t t     

( )t

证明：设 和 是 的两个不同的基本解阵，且
两者之间成立

1( )t 2 ( )t Ax x

2 1( ) ( )t t P  P为非奇异实值常阵

    11
0 2 2 0 1 1 0

1 1 1
1 1 0 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t t P t P

t PP t t t

   

   



  

    

 

这表明 是满足唯一性的。0( )t t 
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例：已知状态转移矩阵为
2 2

2 2

2
( )

2 2 2

t t t t

t t t t

e e e e
t

e e e e

   

   

  
   

    

试求： 1( ),t A

解：1）
2 2

1

2 2

2
( ) ( )

2 2 2

t t t t

t t t t

e e e e
t t

e e e e
   

          

2）根据状态转移矩阵的运算性质有：

( ) ( )
(0) (0)

(0)

t A t
A A

I

  
   

  

 

所以：
2 2

2 2

0

0 12 2 2
(0) =

2 32 4 4

t t t t

t t t t

t

e e e e
A

e e e e

   

   


      
          

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三. 系统的输出响应

线性定常系统在初始状态和外输入同时作用下

的状态响应为：

0

0

( ) ( )
0 0( ) ( ) ,

tA t t A t

t
x t e e B d t t     x u

则此时，系统的输出响应为：

0

0

( ) ( )
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )

tA t t A t

t
y t Cx t Du t Ce x C e Bu d Du t       
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线性时变
系统状态
转移矩阵

状态转移矩阵计算

1
0 0 0( , ) ( ) ( ),t t t t t t    

状态转移矩阵定义

3.4 线性时变系统的运动分析

0 0

0 0

(t, t ) A(t) (t,t )

(t , t ) I

  

 



0
0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

t

t
x t t t x t t B u d      

线性时变系统的运动规律
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C

B

D

A

当A(t)给定后，
状态转移矩阵是
唯一的

若A(t)与
是乘积可交换的，
则

线性系统运动分析

状态转移矩阵性质

1
0 0(t, t ) (t , t)   2 0 2 1 1 0(t , t ) (t , t ) (t , t )   

 d)(A
t

t0


0

t

0 t
(t, t ) exp[ A( )d ]   
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