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4.1  能控性和能观测性的定义

一．能控性与能观测性的物理概念

系统的能控性和能观性，就是指系统内的所有状态是

否可以由输入影响和是否可由输出反映。

能控性问题:已知某系统的的当前时刻及其状态,试
问是否存在一个容许控制,使得系统在该控制的作用

下于有限时间后到达某希望的待定状态?
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能观性问题:已知某系统及其在某时间段上的输入

输出,试问可否依据这一时间段上的输入和输出决定

系统这一时间段上的状态?
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例4-1：

结构图表明：状态x1和x2可由输入u完全影响，所以系

统状态完全能控；输出y只能反映状态变量x2，状态变

量x1和输出y既无直接也无间接关系，所以系统状态不

完全能观测。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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例4-2：桥式电路

分析：如果初始状态 ，不管输入u(t)如何变化，

其引起的电容两端的电位相等，即恒有x(t)=0，状态x(t)

不受u(t)的影响，故状态x不能控；令u(t)=0，不论电容

初始电压即初始状态 是多少，恒有y(t)=0，即

引起的状态运动不能被输出y(t)反映，状态x(t)是不能观

测的。

第4章线性系统的能控性和能观测性

一阶系统，取电容两端电压

为状态变量x(t)；输入为电压

源电压u(t)，输出为电压y(t)

0( ) 0x t 

0( )x t 0( )x t
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注意：在某些特殊情况下，与控制输入u有联系的状态变量不一
定能控，与输出变量y有联系的状态变量也不一定能观测。

选取 ， ，

输入u为电压源电压。

11 cx u
22 cx u

例4-3：

分析：控制量u对状态 x1和x2都有控制能力。

特殊情况：当 且初始状态 时，则不论

输入u(t) 取作何种形式，只能有 ，不能做到 ，

故系统不完全能控。

1 2 1 2R R C C ， 1 0 2 0( ) ( )x t x t

1 2( ) ( )x t x t 1 2( ) ( )x t x t



如果系统内部每个状态变量的运动都可由输入

来影响和控制，而由任意的初始状态达到任意指

定终止状态，则称系统是能控的，或者更确切地

说是状态能控的，否则就称系统为不完全能控的，

或简称为系统不能控。

如果系统内部每个状态变量的任意形式的运动

均可由输出完全反映，则称系统是状态能观测的，

简称为能观测，否则就称系统为不完全能观测的，

或简称为系统不能观测。
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二．能控性的定义

1．状态能控性

考虑n维线性时变系统的状态方程

如果对取定初始时刻 的一个非零初始状

态x(t0) =x0，存在一个时刻 和一个

无约束的容许控制u(t)， ，使状态由

x(t0)=x0转移到t1时的x(t1)=0 ，则称此x0是在时

刻t0能控的.

0t J

1 1 0,t J t t 

],[ 10 ttt

第4章线性系统的能控性和能观测性
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（1）能控性是表征系统状态运动的一个定性特性

关于能控性的几点说明

（2）无约束的容许控制：“无约束”表示对输

入的每个分量的幅值不加以限制；

“容许”是指输入的能量是有限的。

（3）能达性：由零初始状态运动到任意指定的非零状态。

连续时间线性定常系统，其能控性与能达性是等价的。
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2．系统完全能控性

如果状态空间中的所有非零状态都是在 t0
（ ）时刻能控的，则称系统在时刻t0是

完全能控的，简称系统在时刻t0能控。若系

统对任意初始时刻 都是完全能控的，则

称系统是一致完全能控的。

n维线性时变系统的状态方程

0t J

第4章线性系统的能控性和能观测性

0t J
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3．系统不完全能控

对于线性时变系统

取定初始时刻 ，如果状态空间中存在一

个或一些非零状态在时刻t0是不能控的，则称

系统在时刻t0是不完全能控的，也称为系统是

不能控的。

0t J
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三．能观测性定义

1．系统完全能观测

对于线性时变系统

如果取定初始时刻 ，存在一个有限时刻 ,

对于所有 ，系统的输出y(t)能唯一确定状态向量

的初值x(t0)，则称系统在[t0, t1]内是完全能观测的，简

称能观测。若系统对任意初始时刻 都是完全能观

测的，则称系统是一致完全能观测的。

0t J 1 1 0,t J t t 

 0 1,t t t

第4章线性系统的能控性和能观测性

0t J
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取u=0研究系统的能观性？
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2．系统不能观测

对于线性时变系统

如果取定初始时刻 ，存在一个有限时刻 , 对于

所有 ，系统的输出y(t)不能唯一确定所有状态的初值

xi(t0)，i=0,1,…,n，即至少有一个状态的初值不能被y(t)确定，

则称系统在[t0, t1]内是不完全能观测的。

0t J 1 1 0,t J t t 

 0 1,t t t
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分析：令u(t)=0，不论电容初始电压即初始状态 是

多少，恒有y(t)=0，即 引起的状态运动不能被输出

y(t)反映，状态x(t)是不能观测的。

第4章线性系统的能控性和能观测性

一阶系统，取电容两端电压

为状态变量x(t)；输入为电压

源电压u(t)，输出为电压y(t)

0( )x t

0( )x t

1 1 0,t J t t 不能观测：如果存在一个时刻 ，使系统以

为初始状态的输出恒为零

0( )x t
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线性定常系统为完全能控的充要条件是，

存在一个有限时刻 ，使如下定义的格拉姆矩阵

非奇异。

4. 2  线性连续系统的能控性判据

一、线性定常连续系统的能控性判据

1．格拉姆矩阵判据

注意：在应用该判据时需计算eAt，这在A的维数较

高时并非易事，所以此判据主要用于理论分析中。

1

1
0

[0, ]
Tt

At T A t
cW t e BB e dt  

1t
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证明：充分性： 非奇异 系统完全能控

 1
1 0 1( ) [0, ] , 0,

TT A t
cu t B e W t x t t   

1
1 1

1
1 1

1 1 1 1

( )
1 0 0

1
0 1 00

1
0 1 1 0 0 0 0

( ) ( )

[0, ]

[0, ] [0, ] 0

T

tAt A t t

tAt At At T A t
c

At At At At n
c c

x t e x e Bu t dt

e x e e BB e dtW t x

e x e W t W t x e x e x x R



  



 

 

      




这表明：对任一取定的初始状态x0≠0 ，都存在有限时刻t1>0

和控制u(t)，使状态由x0转移到t1时刻的状态x(t1)=0 ，根据定

义可知系统为完全能控。

采用构造法证明，对任一非零初始状态x0构造控制u(t)为：

1[0, ]cW t
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必要性：系统完全能控 非奇异

反设 奇异，即存在某个非零向量 ，使
0

nx R

0 c 1 0(0 , ) 0Tx W t x 

1

1

1

0 c 1 0 0 00

0 00

2

00

0 (0, )
T

T T

T

tT T At T A t

Tt T A t T A t

t T A t

x W t x x e BB e x dt

B e x B e x dt

B e x dt

 

 



 

       









其中||·||为范数，故其必为非负。欲使上式成立，必有

0 10, [0, ]
TT A tB e x t t   

1[0, ]cW t

1[0, ]cW t
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因系统完全能控，根据定义对此非零向量 应有0x
1

1 1
1 0 0

( ) ( ) 0
tAt At Atx t e x e e Bu t dt  

1

0 0
( )

t Atx e Bu t dt 

1 12

0 0 0 0 00 0
( ) ( )

T
Tt tT At T T A tx x x e Bu t dt x u t B e x dt         

0
2

0 00 0x x 即

此结果与假设 相矛盾，即 为 奇异的反设不成立。

因此，若系统完全能控， 必为非奇异。
0 0x  1[0, ]cW t

1[0, ]cW t
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2 秩判据

线性定常系统为完全能控的充要条件是：

能控判别阵

1[ ]n
crankQ rank B AB A B n  

能控性判据

补充: 秩判据

线性定常系统为完全能控的充要条件是：

其中:

1 [ ]n r
n rrankQ rank B AB A B n
   

r rankB p，r 

该方法是秩判据的改
进，特别适用于多输
入系统，可减少不必
要的计算。
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例：已知

判断其能控性。

4 0 1

0 5 2
x x u

   
       


2n 解：系统阶次 ，确定出能控判别阵

  1 4

2 10cQ B AB
 

    

2crankQ n  ，所以系统为完全能控。
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例：判断下列系统的能控性

1 1
1

2 2
2

3 3

1 3 2 2 1

0 2 0 1 1

0 1 3 1 1

x x
u

x x
u

x x

       
                                   





解法一：

2

2 1 3 2 5 4

[ ] 1 1 2 2 4 4

1 1 2 2 4 4
cQ B AB A B

 
    
       

矩阵的第二行与第三行线性相关，故

rankQ =2＜3，系统不能控。
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解法二：

1 1
1

2 2
2

3 3

1 3 2 2 1

0 2 0 1 1

0 1 3 1 1

x x
u

x x
u

x x

       
                                   





n=3, 系统输入向量是2维的列向量，即p = 2。

2 1

1 1 2

1 1

r rankB rank

 
    
   

  
2 1 3 2

1 1 2 2

1 1 2 2

Q B AB

 
     
     

显然矩阵Q的第二行与第三行线性相关，

故 ，系统不能控。2 3rankQ  
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3．PBH秩判据

线性定常系统

0( ) ( ) ( ) (0) 0x t Ax t Bu t x x t   

完全能控的充要条件：对矩阵A的所有特征值 ，( 1,2, , )i i n  

  1,2, ,irank I A B n i n    

均成立，或等价地表示为

  ,rank sI A B n s C   
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例：已知线性定常系统状态方程为

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1

0 0 5 0 2 0

x x u

   
       
   
      



判断系统的能控性。

解：根据状态方程可写出

 

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

0 0 5 2 0

s

s
sI A B

s

s

 
 
  
 
   
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特征方程：

 

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0
rank rank

0 0 0 1 0 1

0 0 5 0 2 0

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 0
rank 4

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 3 0

sI A B

 
 
  
 
   

 
 
  
 
 
 

2det( ) ( 5)( 5) 0sI A s s s    

解得A的特征值为： 1 2 3 40, 5, 5       

1）当 时，有1 2 0s    
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2）当 时，有3 5s  

 

5 1 0 1

0 5 1 0rank =rank 4
0 0 0 1

0 0 2 0

sI A B

 
 
   
 
  

3）当 时，有3 5s   

 

5 1 0 1

0 5 1 0rank =rank 4
0 0 0 1

0 0 2 0

sI A B

  
 

   
 
  

所以系统是完全能控的。
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4．PBH特征向量判据

线性定常系统

0( ) ( ) ( ) (0) 0x t Ax t Bu t x x t   

完全能控的充要条件是：A不能有与B的所有列相正交的

非零左特征向量。即对A的任一特征值λi，使同时满足

,T T T
iA B  0  

的特征向量 。 0

注：PHB特征向量判据主要用于理论分析中，特别是线性
系统的复频域分析中。

与B的所
有列正交

左特征向量
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5．约当规范形判据

（1）无重特征值时能控性判别

当矩阵A的特征值 为两两相异时，线性定

常连续系统

完全能控的充分必要条件是：其对角线规范形

1 2, , , n  

0( ) ( ) ( ) (0) 0x t Ax t Bu t x x t   

1

2

n

x x B u






 
 
  
 
 
 




中， 矩阵不包含元素全为零的行。B
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例：已知线性定常系统的对角线规范形为

1 1
1

2 2
2

3 3

8 0 0 0 1

0 1 0 3 0

0 0 2 0 2

x x
u

x x
u

x x

       
                                  





判断系统的能控性。

解：由于此规范形中 不包含元素全为零的行，

故系统完全能控。

B
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例：判断如下系统的能控性

解：

1 0 0 2 0

0 2 0 0 1

0 0 2 0 2

x x u

   
        
      



 
2 0 2 0

0 1 0 2 2 3

0 2 0 4
crankQ rank B AB rank

 
      
  

系统不完全能控
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（2）有重特征值时能控性判别

当系统矩阵A有重特征值时，线性定常连续系统

完全能控的充分必要条件是：由其导出的约当规范形

中， 中与同一特征值的各约当小块对应的各子块的最后

一行组成的矩阵是行线性无关的。

0( ) ( ) ( ) (0) 0x t Ax t Bu t x x t   

ˆ ˆˆ ˆA B x x u

B̂
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例：已知约当规范形如下：

试判断其能控性。

解： ，均行线性无关，

所以：系统完全能控。
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例：证明如下系统总是完全可控的。

0 1 1

0 1 0

0 1 0

1n

x x u

a a a 

   
   
       
         

  



证明：
1

1

0 0 1

1

0

1

n
c

n

a
Q

a





 
  
 
    


 

 

crankQ n ，故完全可控。

该题说明：能控规范形系统完全能控。
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判据 判定方法 特点

格拉姆矩阵
判据

格拉姆矩阵非奇异
1.证明过程给出了控制输入的构造

关系式
2.计算复杂

秩判据 能控判别阵满秩
1. 计算简便可行
2. 缺点为不知道状态空间中

哪些特征值能控

PBH秩判据 对于所有特征值
1. 易于分析哪些特征值可控
2. 缺点为需要求系统的特征

值

约当规范形
判据

约当规范形中同一特征值对
应的B矩阵分块的最后一行
线性无关

1. 易于分析哪些特征值能控
2. 缺点为需变换成规范形

 ,irank I AB n  
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二 能控性指数

k-1
k

1 1
1 1 1

[B AB A B], k 1,2,
k k

p p p

Q

b b Ab Ab A b A b 

 

   

  
   

引理：对矩阵 ，若

与其左边各列相关，则所有的列 均

相关于各自左边的列。

kQ ( 0,1, , -1; 1, 2, , )j
iA b j k i p  

1
1( )j

iA b j j

对线性定常系统， ，定义n×kp矩阵：1 2[    ]pB b b b 
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能控性指数：矩阵 的秩随着k单调增加，直

至k=μ。在k>μ时， 的全部p个列将线性

相关于它的左边各列，此时 的秩不再增加，

即

kQ

kA B

称μ为系统的能控性指数。

= krankQ n 使“ ”成立的k的最小正整数

kQ
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定理：能控性指数满足

n
min(n, n 1)

p
r   

其中， 为矩阵A的最小多项式次数，

，n为系统的阶次。r rankB

n
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能控性指数集

1 1 1
1 1 1, , , ;    ;  , , , r

r r rb Ab A b b Ab A b    

μ1 …… μr

从左至右依次找到Qμ的n个线性无关列，并对其重
新排序：

完全能控系统的能控性指数集定义为： 1 2, , , r  

1 1
1 1 1p p pQ b b Ab Ab A b A b 


       

1 2+ + + =r n  其中

 1 2max , , , r    能控性指数



第4章线性系统的能控性和能观测性

26

三 线性时变系统的能控性判据

1 格拉姆矩阵判据

线性时变系统在时刻 为完全能控的充要条件是，

存在一个有限时刻 ，使如下定义的格拉姆

矩阵

非奇异。

0t
)tt,Jt(t 0111 

 
1

0t 0
T

010 )t,t()t()t()t,t(],t[
t T

c dtBBtW
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2 秩判据

线性时变系统在时刻 为完全能控的充分条件是，

存在一个有限时刻 ，使下式成立

0t
)tt,Jt(t 0111 




















)t(M
dt

d
)t(M)t(A)t(M

)t(M
dt

d
)t(M)t(A)t(M

)t(B)t(M

2-n2-n1-n

001

0



n)]t(M)t(M)t(M[rank 11-n1110 

能控性判据
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例：判断下列系统的能控性

解：

 
1 1

2 2 0
2

3 3

1 0 0

0 2 0 1 ,    0 2 ,   0.5

0 0 1

x t x

x t x u J t

x t t x

      
               
            





0

0

( ) ( ) 1 ,

1

M t B t

 
    
  

1 0 0
2

1

( ) ( ) ( ) ( ) 2
d

M t A t M t M t t
dt

t t

 
     
   

2
2 1 1

2 2

3

( ) ( ) ( ) ( ) 4 2

( ) 2 1

t
d

M t A t M t M t t
dt

t t t

 
       
     

 0 1 2 1

0 1 3

( ) ( ) ( ) 1 2 2 3

1 2 1
t

rank M t M t M t rank


 
    
  

可以找到 1 (0,2)t  

0 0.5t  完全能控系统在时刻
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4. 3  线性连续系统的能观测性判据

一．线性定常连续系统的能观测性判据

1.  格拉姆矩阵判据

线性定常系统

完全能观测的充分必要条件是，存在有限时刻t1＞0，

使如下定义的格拉姆矩阵

为非奇异。

注意：在应用该判据时需计算eAt，这在A的维数较高时并非

易事，所以此判据主要用于理论分析中。



2.  秩判据

线性定常系统

完全能观测的充分必要条件是:

或

其中：n是系统的维数，Qo称为系统的能观测性判别阵。

第4章线性系统的能控性和能观测性

能观测性
判别阵
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例：判断下列系统的能观测性：

 2 0
, 1 0

0 1
A C

 
   

(1)

解：(1)

系统不完全能观测。

1 1 1 0

1 1 1 1
A C

   
       

，(2)

(2)

系统完全能观测。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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例：证明如下系统总是完全能观测的。

证明：

rank oQ n

系统是完全能观测的。

该题说明：能观测规范形系统是完全能观测的。
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补充：能观测性秩判据

线性定常连续系统的状态空间描述

其中：x为n维状态向量；y为q维输出向量；A和C

分别为(n×n) 和(q×n)常阵。该线性定常连续系统

完全能观测的充要条件是：

其中：m rankC m q ，

第4章线性系统的能控性和能观测性

适用于多输出系统
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例：判断系统的能观测性。

1 1 1 0

1 1 1 1
A C

   
       

，

解：n=2, 系统输出向量是2维的，即q = 2。

1 0
2

1 1
m rankC rank q

 
     



1

1 0

1 1n mQ C 

 
     

1 2n mrankQ n   故 ，系统完全能观测。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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3.  PBH秩判据

线性定常系统

完全能观测的充分必要条件是：对矩阵A的所有

特征值 ，均有

成立。或等价地表示为

第4章线性系统的能控性和能观测性
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4.  PBH特征向量判据

线性定常系统

完全能观测的充分必要条件是：A没有与C的所有行相

正 交 的 非 零 右 特 征 向 量 。 即 对 A 的 任 一 特 征

值 ，使同时满足

,iA C  0  

 0的特征向量 。

第4章线性系统的能控性和能观测性

注：PHB特征向量判据主要用于理论分析中。

与C的所
有行正交

右特征向量
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5.  约当规范形判据

（1）无重特征值时能观测性判别

当矩阵A的特征值 为两两相异时，线性定

常连续系统

完全能观测的充分必要条件是：其对角线规范形

中， 矩阵不包含元素全为零的列。C
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例：已知线性定常系统的对角线规范形为

判断系统的能观测性。

解：由于此规范形中 不包含元素全为零的

列，故系统完全能观测。

C
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（2）有重特征值时能观测性判别

当系统矩阵A有重特征值时，线性定常连续系统

完全能观测的充分必要条件是：由其导出的约当规范形中

中与同一特征值的各约当小块对应的各子块的第一列

组成的矩阵是列线性无关的。

Ĉ
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例：约当规范形系统如下：

试判断其能观测性。

解：

所以：系统完全能观测。

是列线性无关的；

是列线性无关的；
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例 已知系统的传递函数为

3 2
( )

7 14 8

s a
G s

s s s




  

设系统状态完全能控且完全能观, 试求a的范围。

第4章线性系统的能控性和能观测性

解：（1）能控规范形实现为：
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第4章线性系统的能控性和能观测性

能观测性判别阵：

系统完全能控且完全能观测。

系统完全能观测，必有：
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补充：完全能控且完全能观测的子系统组合后不

一定保持原有的能控性或能观测性。

例：设完全能控且完全能观测的子系统为

求出并联组合系统的状态空间描述，并判断并联

组合系统的能控性和能观测性。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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解：（1）子系统并联组合后的系统

（2）能控性判别矩阵：

第4章线性系统的能控性和能观测性
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（3）能观性判别矩阵

该并联组合系统不完全能控且不完全能观测。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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第4章线性系统的能控性和能观测性

二、能观测性指数

对线性定常系统

设k为正整数，定义如下(kq×n)矩阵：

当系统完全能观测时，在 中的nq个行中，有n个线

性无关的行。从 中依次从上向下挑选线性无关行。
nQ

nQ
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矩阵 的秩随着k的增加而单调增加，直至增至

某个k=ν时rank =n。在k >ν时，CAk-1的全部

q个行将线性相关于它的上边各行，此时 的秩

不再增加，而ν就被称为系统的能观测性指数。

第4章线性系统的能控性和能观测性

类似能控性指数的讨论可得到如下结论：

kQ

kQ

1. 能观测性指数的定义：对完全能观测连续时间

线性时不变系统，定义系统的能观测性指数为：

Q
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第4章线性系统的能控性和能观测性

2. 结论1：对完全能观测单输出连续时间线性时不

变系统,状态维数为n,则系统能观测性指数为ν =n。

3. 结论2：对完全能观测多输出连续时间线性时不变

系统，状态维数为n，输出维数为q，设rankC=m，

则系统能观测性指数满足如下估计

并可进一步证明，若 为矩阵A的最小多项式

的次数，则系统能观测性指数还满足如下估计

n
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第4章线性系统的能控性和能观测性

4. 能观测性指数集的定义：对完全能观测多输出连

续时间线性时不变系统，状态维数为n，输出维数

为q，设rankC=m，将 表为：Q
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第4章线性系统的能控性和能观测性

并从上至下依次搜索 的n个

线性无关行，考虑到C中有且

仅有m个线性无关行，故可将

n个线性无关行重新排列为：

Q
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第4章线性系统的能控性和能观测性

对能观测系统显然有

能观测性指数ν满足关系式

称数集 为系统的能观测性指数集。

5. 结论3：线性定常系统的能观测性指数在状态

的非奇异变换下保持不变。
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第4章线性系统的能控性和能观测性

三、线性时变连续系统的能观测性判据

对连续时间线性时变系统

在时刻 为完全能观测的充要条件是，存在一

个有限时刻 ，使如下定义的格拉姆矩阵

非奇异。

1.格拉姆矩阵判据

0t J

1 1 0,t J t t 
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2.  秩判据

设A(t)和C(t)是n-1阶连续可微的，则线性时变

系统在时刻 为完全能观测的一个充分条件是，

存在一个有限时刻 ，使下式成立1 1 0,t J t t 

Jt 0

其中：
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例：判断下列系统的能观测性
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2

能控性 能观性

意义 输入 状态控制 状态 输出估计

秩判据 rank[B AB … An-1B]=n
rank[C CA … 

CAn-1]T=n

约当规
范形判据

同一特征值的约当小
块对应B的分块的
最后一行是否相关

同一特征值的约当小
块对应C的分块的
第一列是否相关

rank[I-A   B]=n   rank[I-A C]=n PBH秩判据

• 从前面的讨论中可以看出,系统状态能控性和能观性,无论是从定义或判
据方面来看,在形式和结构上都极为相似。这种相似关系可以总结成下表:

4.4 对偶性
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一 对偶系统

考虑线性时变系统

线性时变系统的对偶系统的状态空间描述为：

式中：ψ-n维行向量，协态； -输出，p维行向量；

η-输入，q维行向量。

（1）

（2）

显然,若系统(A,B,C)是一个p维输入,q维输出的n阶系统,
则其对偶系统是一个q维输入,p维输出的n阶系统。

( ) ( )
         

( )             

x A t x B t u

y C t x

 





：

 ( ) ( )
        

( )                    

T T T T T

d T T T

A t C t

B t

  
 

  





：


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第4章线性系统的可控性和可观测性

说明1：∑和∑d的系数矩阵之间的对应关系：

∑d 系统矩阵= - ∑系统矩阵的转置

∑d 输入矩阵=∑输出矩阵的转置

∑d 输出矩阵=∑输入矩阵的转置

说明2：状态转移矩阵的对偶性：

为系统∑的状态转移矩阵， 为系

统∑d的状态转移矩阵，二者之间具有如下对偶属性：

0( , )t t 0( , )d t t

1
0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )

T T
d t t t t t t t t       逆的转置
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第4章线性系统的能控性和能观测性

说明3： ∑和∑d的方块图对偶属性

系统∑

系统∑d

两系统互为对偶意味着：

（1）输入端与输出端互换；

（2）信号流向相反；

（3）信号引出点和求和点

位置互换。



6

线性时变系统的完全能控等同于其对偶系

统的完全能观测，线性时变系统的完全能观测

等同于其对偶系统的完全能控，即

第4章线性系统的能控性和能观测性

二．对偶原理

∑完全能控 ∑d 完全能观测

∑完全能观测 ∑d完全能控




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第4章线性系统的能控性和能观测性

证明：

1

0

1

0

1

0

0 0

0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( , )

   ( , ) ( ) ( ) ( , )

    = ( , ) ( ) ( ) ( , )

t T T

t

Tt TT T T T

t

t TT T T
d dt

n rank t t B t B t t t dt

rank t t B t B t t t dt

rank t t B t B t t t dt

     
                   
          







这表明它等同于∑d在时刻t0为状态完全能观测。

同理可证： ∑完全能观测 ∑d 完全能控

第4章线性系统的能控性和能观测性第4章线性系统的能控性和能观测性

∑完全能控 ∑d 完全能观测

存在有限时刻t1 >t0

∑在t0时刻为完全能控

对偶系统能
观性判别的格

兰姆矩阵

原系统能控
性判别的格
兰姆矩阵
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4.5 能控规范形和能观测规范形

 

0 0

1 1

1 1

0

1 0

ˆ ˆ0 1

0

0 0 1

ˆ0 0 1

n n

a β

a β

u

a β

y

 

   
      
    
   
   
      



   
 



x x

x

 
0 1 1

0 1 1

0 1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

1n

n

u

a a a

y β β β





   
   
   
    
   
   
        



   




x x

x

能控规范形
能观测规范形
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单输入单输出系统

能控规范形和能
观测规范形

外部描述
（微分方程或传递函数）

内部描述
(状态空间描述)

状态实现
线性非奇
异变换
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一 单变量系统的能控能观规范形

1 非奇异线性变换的不变特性

系统经过非奇异线性变换后，不会改变系统原有特

性(包括系统特征值、传递函数矩阵、能控性、能观性、

能控性指数和能观性指数等) 。

DuCxy

BuAxx




x P x uDxCy

uBxAx





-1 -1A PAP , B PB, C CP , D D   
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2 能控规范形

能控规范形的构造条件：系统完全能控

对于一个单输入单输
出的n维完全能控系统

x A x b u

y cx

 




x Px

 
0 1 1

0 1 1

0 1 0 0

0 1 0

0 0 1 0

1n

n

u

a a a

y β β β





   
   
   
    
   
   
        



x x

x

   




-1 -1, , ,A PAP B PB C CP D D   

如何构造非奇异变换矩阵？
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系统的特征多项式为

构造非奇异线性变换阵P-1：

1 2 1

2
1 1

1

n 11 n 1

1 n 1

1

1

1

1

1

1
[A b Ab b]

1

n

n
c

n

P Q b Ab A b

P

  







 



 



 



 
 
 

        
 
  

 
 
 
 
 
 


 

   


 



1
1 1 0( ) det( ) n n

ns sI A s s s   
      

或者

cQ

x Px
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作变换 ，即可导出能控规范形为：
1Px x

A b

y c

 


x x u

x

式中：

 

1

0 1 2 1

1
0 1 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

;

0 0 0 1 0

1n

n

A PAP b Pb

c cP

   

  








   
   
   
      
   
   
         

 




     





其中： 1

2 1

1 2
0 1 2 1

n

n n

n n
n

cb

cAb cb

cA b cA b cAb cb


 

   



 

 



  


     



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例：将如下系统转换为能控规范形

解：

1 0 2 1

2 1 1 2

1 0 2 1

[0 1 1]

x x u

y x

   
       
      





2

1 3 1

2 5 10

1 -1 5
cQ b Ab A b

 
      
  

系统完全能控

3( ) det( ) 5 4s sI A s s     

2

1 2
2

0 2 1

3

4

0

cb

cAb cb

cA b cAb cb


 

  

 
   
    

0 1 0 0

0 0 1 0

4 5 0 1

[0 4 3]

x x u

y x

   
       
      




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或者：

能控规范形为

0 1 0 0

0 0 1 0

4 5 0 1

[0 4 3]

x x u

y x

   
       
      





1 2
1 2

2

1

1 0

1 0 0

1 3 1 5 0 1 4 3 1

2 5 10 0 1 0 0 5 2

1 -1 5 1 0 0 0 1 1

cP Q b Ab A b

 
 

 
       
  

      
           
          

1 1 1

4 7 2 8
1 2

0
7 7
1 5

0
7 7

P

   
 
   
 
 
  

-1 -1, , ,A PAP B PB C CP D D   
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3 能观测规范形

能观测规范形的构造条件：系统完全能观测

对于一个单输入单输出
的n维完全能观测系统

x A x b u

y cx

 




x̂ Px

-1 -1ˆ ˆˆ ˆ, , ,A PAP B PB C CP D D   

如何构造非奇异变换矩阵？

 

0 0

1 1

1 1

0

1 0

ˆ ˆ0 1

0

0 0 1

ˆ0 0 1

n n

a β

a β

u

a β

y

 

   
      
    
   
   
      



   
 



x x

x
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构造非奇异线性变换阵P ：

1 2 1

2

2
1

1

1
1 1

1

1

1

1

1

1

1

n

o

n
n

n

n
n

n

A

P Q

A

A

A

P
A

  





 















   
   
   
     
   
   
      

  
  
   
  
  

   


 

   


   



c

c

c

c

c

c

c

系统的特征多项式为 1
1 1 0( ) det( ) n n

ns sI A s s s   
      

或者
oQ

x̂ P x
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作变换 ，即可导出能观规范形为：
1 ˆPx x

ˆˆˆ ˆ

ˆˆ

A b

y c

 


x x u

x

式中：

其中：
1

2 1

1 2
0 1 2 1

n

n n

n n
n

cb

cAb cb

cA b cA b cAb cb


 

   



 

 



  


     




 

0 0

1 1
1

2

2

1 1

1

0 0 0

1 0 0
ˆˆ 0 1 0 ;

0 0 1

ˆ 0 0 0 1

n

n n

A PAP b Pb

c cP

 
 



 





 



   
      
       
   
   
      

 



 

   



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例：将如下系统转换为能观测规范形

解：

1 0 2 1

2 1 1 2

1 0 2 1

[0 1 1]

x x u

y x

   
       
      





2

0 1 1

3 1 -1

4 1 9
o

c

Q cA

cA

   
       
      

系统完全能观测

3( ) det( ) 5 4s sI A s s     

2

1 2
2

0 2 1

3

4

0

cb

cAb cb

cA b cAb cb


 

  

 
   
    

0 0 -4 0

1 0 5 4

0 1 0 3

[0 0 1]

x x u

y x

   
       
      




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或者：

能观测规范形为

1 2

2
2

1

1 0

1 0 0

5 0 1 0 1 1 4 4 4

0 1 0 3 1 -1 3 1 1

1 0 0 4 1 9 0 1 1

o

c

P Q cA

cA

 
 

   
        
      

      
            
          

-1 -1ˆ ˆˆ ˆ, , ,A PAP B PB C CP D D   

0 0 -4 0

1 0 5 4

0 1 0 3

[0 0 1]

x x u

y x

   
       
      




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1 搜索线性无关行或列的方案

考虑n维多输入-多输出线性定常系统

x Ax u, y xB C  

其能控判别阵能观判别阵分别为：

Tn
o CACACQ ][ 1 ][ 1BAABBQ n

c
 

多变量系统的能控规范形和能观规范形二

寻找线性
无关的列

寻找线性
无关的行
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][ 1BAABBQ n
c

 

b1 b2 … bp

A0

A1

A2 A2b2

A3

A4

A5

搜索Qc中n个线性无关列向量

1 2   r pB b b b b

b1 b2 … bp

A0

A1

A2

A3

A4

A5

按照搜索方向的不同，可分为：

 列向搜索

 行向搜索
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(1) 列向搜索方案

搜索步骤：

第1步：对栅格图的左第1列，若 非零，在

乘积A0b1格内划×。转入下一格，若 和 线

性无关，则在其格内划×。如此等等，直到首

次出现 和 线性相关，在

其格内划○，并停止第1列的搜索，得到一组线

性无关的列向量为：

1b

1Ab 1b

1
1A b 1 1

1 1 1{b ,Ab , ,A b } 

1 1
1 1 1b ,Ab , ,A b 

b1 b2 … br

A0

×
∶ ×
Av1

×

∶ ×
Av1-1

×
Av1

○

长度为v1
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第2步：向右转入第2列，若 和

线性无关，则在其格内划×。

转入下一格，若 和

线性无关，则在其格内划×。如此等等，直到

首次出现 和

线性相关，在其格内划○，并停止第2列的搜

索，得到一组线性无关的列向量为:

2b

2Ab

1 21 1
1 1 1 2 2 2{b ,Ab , ,A b ;b ,Ab , ,A b }   

2 1
2 2 2b ,Ab , ,A b 

1 1
1 1 1{b ,Ab , ,A b } 

1 1
1 1 1 2{b ,Ab , ,A b ; b } 

2
2A b

长度为v2

b1 b2 … br

A0

× ×

∶ × ×

Av1

○ ×

∶ ×

Av2-1

×

Av2

○
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第l步：向右转入第l列，若 和

线
性无关，则在其格内划×。如此等等，直到首

次出现 和

线性相关，在其格内划○，并停止第l列的搜索，

得到一组线性无关的列向量为：

lb

1b ,Ab , ,A bl
l l l

  l

-11 2 11 1
1 1 2 2 1 -1{b , ,A b ; b , ,A b ; ; b , ,A b }l

l l
   

   

A bl l
 1 2 11 1

1 1 2 2{b , ,A b ;b , ,A b ; ;b , ,A b }l
l l

      

长度为

b1 … bl bl+1

A0

× × ×

∶ × × ×

Av1

○ × ×

∶ ○ ×

Avl-1

×

Avl

○
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第l+1步：若 停

止计算。并且，上述l组列向量即为按列

向搜索方案找到的 中n个线性无关列

向量。

1 2 nl     

cQ
b1 … bl bl+1

A0

× × ×

∶ × × ×

Av1

○ × ×

∶ ○ ×

Avl-1

×

Avl

○
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(2) 行向搜索方案

搜索步骤：

第1步： ，即B中有

r个列是线性无关量。对栅格图的第

1行，若 非零，在 格内划×。

由左至右找出r个线性无关向量：

并在对应格内划×。

1b 1
0bA

r21 b,,b,b 

prrankB 

b1 b2 … br

A0

× × × ×

A1

∶

∶

Aμ

Aμ+1
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第2步：转入第2行，从

格到 由左至右进行搜索。

若线性相关则在其格内划○，

否则划×。

1Ab

rAb

第l步：转入第l行，从

格到 由左至右进行搜索。

若线性相关则在其格内划○，

否则划×。

1bAl

rbAl



b1 b2 … br

A0

× × × ×
A1

× × × ○
∶

∶
Aμ

Aμ+1

b1 b2 … br

A0

× × × ×
A1

× × × ○
∶ × × ○

∶ × ×
Aμ

× ○
Aμ+1
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第l+1步：若至此找到n个线性

无关列向量，则结束搜索。栅格图

中划×格对应的列向量组就是按行

向搜索方案找到的 中n个线性无

关列向量。

cQ

b1 b2 … br

A0

× × × ×

A1

× × × ○

∶ × × ○

∶ × ×

Aμ

× ○

Aμ+1

○
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结论：对完全能控的多输入-多输出线性定常系统，

引入非奇异变换 ，可导出其龙伯格能控规

范形为：

1x xS 

2 龙伯格能控规范形

x Ax Bu

y Cx

 


 c c

c

x A x B u

y C x

 



1x S x

非奇异线
性变换

1

1

,

,

c

c

c

A S A S

B S B

C C S










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i i

ii
( )

0 1

A ,i 1, ,r
0 1 

 
 
  
 
    

 



i j

ij

0 0

A , i j
0 0 

 
 
  
 
   


 



11 1r

c

r1 rr

A A

A

A A

 
   
  


 



 1 2, , , r  能控性指数集：
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cC CS( ) 无特殊形式

 1 2, , , r  能控性指数集：

1

( )

0 * *

0

1 *   

0

0

1 * *

c

n p

S BB 



 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 




 
  

 




r

1



r p r
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（1）得到 中n个线性无关的列向量（行向搜索）：cQ

其中

]bA,,b;;bA,,b;bA,,Ab,b[P r
1

r2
1

21
1

11
-1 r21   

nr21   

rrankB

x Ax Bu

y Cx

 


 c c

c

x A x B u

y C x

 



1x S x

非奇异线
性变换

如何构造龙伯格能控规范形？
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



























 

T
r

T
r1

T
1

T
11

11-

r

1

e

e

e

e

)(PP















































1T
r

T
r

1T
1

T
1

1

r

r

r

1

1

1

Ae

e

Ae

e

S

















（ 3）取P的每个块阵中的
末行构成变换阵S-1 :

（2）求P-1得到矩阵P,然后
对P按照能控性指数集进行
分块。

r

1
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4.6  连续时间线性时不变系统的结构分解

x 按能控性
cx

cx

按能观测性

能控子系统

不能控子系统

x
ox

ox

能观测子系统

不能观测子系统

什么是结构分解？
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如何实现结构分解？

x

按能控性

cx

cx

按能观测性

按能观测性

cox

cox

能控能观测子系统

能控不能观测子系统

cox 不能控能观测子系统

 c ox 不能控不能观测子系统

x

 

co

co

co

c o

x

x
x

x

x

 
 
 
 
 
 

线性非奇
异变换

x Ax Bu

y Cx Du

 

 



x Ax Bu

y Cx Du

 
 



线性非奇
异变换
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结论：对不完全能控的系统，rankQc=k<n，引入线

性非奇异变换 ，系统按能控性结构分解的规

范表达式为：

x Px

12

0 0
cc c c

cc c

c
c c

c

xx A A B
u

xx A

x
y C C

x

      
       

       


        




P 矩阵如
何确定？

一．线性定常系统按能控性的结构分解

k维能控分状态

n-k维不能控分状态
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n×n非奇异变换矩阵P-1的构造方法：

1）从能控判别阵 中任意的选取k个线性无关的列

向量，记为 。

2）在n维实数空间中任意选取尽可能简单的(n-k)

个列向量记为 ，使它们和 线

性无关。

这样就可以构成n×n非奇异变换矩阵

1 2, , , kq q q

1 2, , ,k k nq q q  

 1
1 2 1k k nP Q q q q q q

   

cQ

1 2, , , kq q q
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12

00
c ccc c

c c
c cc c

BA A
C C

A

        
           

            




x xx
u, y =

x xx

121

( )

( )

0
c k

c n k

k n k

A A
A PAP

A





 
   

  

行

行

列 列

( )0
c k

n k

p

B
B PB



 
   

  

行

行

列

1

( )

qc c
k n k

C CP C C



     行

列 列

第4章线性系统的能控性和能观测性

进行线性非奇异变换：
c

c

Px
 
 
 

x
= x =

x

则系统按能控性分解的规范表达式：

k维

n-k维

其中：
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12c c c c c

c c c

c c c c

x A x A x B u

x A x

y C x C x

  



 




令 ，，则可定义：c cy y y 

12c c c c c

c c c

x A x A x B u

y C x

  





c c c

c c c

x A x

y C x






不能控子系统：

第4章线性系统的能控性和能观测性
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00
c ccc c

c c
c cc c

BA A
C C

A

        
           

            




x xx
u, y =

x xx

能控子系统：
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cA

1/s cC

y+

+

+

cx cx
cy

cx cx cyu
+

+

12A

cB

cA

1/s cC

能控性规范分解方框图

第4章线性系统的能控性和能观测性

12c c c c c

c c c

x A x A x B u

y C x

  




c c c

c c c

x A x

y C x






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1）n维不完全能控系统与其能控子系统具有相同的传递函数矩阵

1 1

1

12

1

12

1 1 1
12

1

( ) ( ) ( )

00

00

( ) ( ) ( )

00 ( )

cc

c c
c

ck c

c c
n k c

ck c k c n k c
c c

n k c

G s C sI A B C sI A B

BA A
C C sI

A

BsI A A
C C

sI A

BsI A sI A A sI A
C C

sI A

 







  





   

    
       

        

    
             

     
             

1
1

( )
( )

0
k c c

c c c k c c

sI A B
C C C s I A B




 
     

  

系统结构能控性分解特点
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2）输入u只能通过能控子系统传递到输出，而与不

能控子系统无关，故u至y之间的传递函数矩阵描述

不能反映不能控部分的特性。

3）由于在选取非奇异变换矩阵时

列向量 和 的选取不具有唯一性，

虽然能控性规范分解的形式不变，但各系数矩阵因P-1

的差异而不同，即能控性规范分解结果不唯一。

1
1 1[ ]k k nP q q q q

  

1 2, , , kq q q 1 2, , ,k k nq q q  
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4）系统的特征多项式可分解为：

12det( ) det( ) det
0

det( ) det( )

c

c

c c

sI A A
sI A sI A

sI A

sI A sI A

  
      

   

表明不完全能控系统的特征值由两部分组成：一部分为 的特

征值，称为系统的能控振型；另一部分为 的特征值，称为系

统的不能控振型。外部输入u的引入只能改变能控振型的位置，

而不能改变不能控振型的位置。

cA

cA
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例： 已知系统（A,b,c），其中

 
1 2 1 0

0 1 0 0 1 1 1

1 4 3 1

A

   
         
      

b c， ，

试将系统作能控性规范分解。

解：1）能控判别矩阵

2

0 1 4

0 0 0

1 3 8
cQ b Ab A b

  
      
  

crankQ 2 3  ；

故系统不完全能控。
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2）从 中选出两个线性无关的列向量

和 ，附加任意列向量 ，构成

非奇异变换矩阵P-1：

 0 0 1
T

 1 0 3
T  0 1 0

T















 


031

100

010
1P

3 0 1

1 0 0

0 1 0

P

 
 

   
 
 

则：

 1 1

0 4 2 1

1 4 2 0 1 2 1

0 0 1 0

A PAP P P 

   
   

        
   
   

， ，b = b c = c

cQ

第4章线性系统的能控性和能观测性
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系统按能控性分解的规范表达式为：

 
0 4 2 1

1 4 2 0 1 2 1

0 0 1 0

c cc

c cc

   
        

           
          

   




x xx
u, y =

x xx

 

0 4 2 1

1 4 2 0

1 2

c c c

c c

     
            


x x x u

y x



c c

c c



 

x x

y x



能控子系统动态方程为：

不能控子系统动态方程为：

第4章线性系统的能控性和能观测性
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例：给定线性定常系统(A,B,C)，其中

 101

10

01

10

111

010

111


































 cBA ，，

试对系统作能控性规范分解。

解：已知 ，由于 ，故只

需判断 是否为行满秩。

3, 2n p  2r rankB p  

 1n rQ B AB  

 
0 1 1 2

1 0 1 0 2 3

0 1 1 2

rank B AB rank n

 
     
  

系统不完全能控。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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从能控性判别阵中取线性无关的向量q1, q2，再任取q3，

构成非奇异线性变换矩阵：

1

0 1 1

1 0 0

0 1 0

P

 
 

  
 
 

0 1 0

0 0 1

1 0 1

P

 
 

   
  

则：

1

0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 2 1

1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0

A PAP

      
              
             

第4章线性系统的能控性和能观测性
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0 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 0

B PB

    
          
         

   1

0 1 1

1 0 1 1 0 0 0 2 1

0 1 0

P

 
 

   
 
 

c c

 1 0 0 1 0
0 2

1 2 1 0 1c c c c cx x x u y x
     

        
     

 ，

0c c cx y x  ，

能控子系统的动态方程为：

不能控子系统的动态方程为：

第4章线性系统的能控性和能观测性
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结论：对不完全能观的系统，rankQo=m<n，引入

线性非奇异变换 ，系统按能观性结构分解

的规范表达式

x Px

21

0

0

oo oo

oo oo

o
o

o

xx BA
u

xx BA A

x
y C

x

      
       

      


        




第4章线性系统的能控性和能观测性

二．线性定常系统按能观测性的结构分解

P 矩阵如

何确定？

m维能观测分状态

n-m维不能观测分状态
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1. 从Qo中任意的选取m个线性无关的行向量，记为

。

第4章线性系统的能控性和能观测性

非奇异变换矩阵P的构造方法

1 2, , , mh h h

2. 在n维实数空间中任意选取尽可

能 简 单 的 (n-m) 个 n 维 行 向

量 ，使它们和

线性无关。构成n×n非奇异变换

矩阵

1

1

m

m

n

P


 
 
 
 

  
 
 
 
  





h

h

h

h

1 2, , ,m m n  h h h
1 2, , , mh h h
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即系统按能观测性分解的规范表达式：

21

0
o ooo o

o
o ooo o

BA
C

BA A

        
           

            

0


x xx
u, y =

x xx

其中：

1

21 ( )

( )

o m

o n m

m n m

A
A PAP

A A





 
   

  

0 行

行

列 列

( )

o m

o n m

p

B
B PB

B 

 
   

  

行

行

列

1

( )

qo
m n m

C CP C



    0 行

列 列

第4章线性系统的能控性和能观测性

进行非奇异线性变换
o

o

 
 

 

x
x = Px

x

m维

n-m维
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能观测子系统：

不能观测子系统：

21

o o o o

o o o o o

o o

A B

A A B

C

 

  





x x u

x x x u

y x

o o o o

o o o

A B

C

 



x x u

y x

21o o o o o

o

A A B  

 0

x x x u

y

第4章线性系统的能控性和能观测性

21

0
o ooo o

o
o ooo o

BA
C

BA A

        
           

            

0


x xx
u, y =

x xx
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能观测性规范分解方块图

第4章线性系统的能控性和能观测性

o o o o

o o o

A B

C

 



x x u

y x

21o o o o o

o

A A B  

 0

x x x u

y
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例： 试将如下系统按能观测性进行分解。已知系

统(A,B,C)，其中

 
1 2 1 0

0 1 0 0 1 1 1

1 4 3 1

A

   
         
      

b c， ，

解：n=3，系统的能观测性判别矩阵为：

2

1 1 1

2 3 2

4 7 4
o

c

Q cA

cA

   
        
      

rank 2 3oQ  

故系统不完全能观。



第4章线性系统的能控性和能观测性

24

从中选取两线性无关行向量 和 ，

再选取一个与之线性无关的行向量 ，构成非

奇异线性变换矩阵：

 1 1 1  2 3 2

 0 0 1

1 1 1

2 3 2

0 0 1

P

 
 

  
 
 

则：

1

3 1 1

2 1 0

0 0 1

P

  
    
  

1

0 1 0

2 3 0 ;

5 3 2

A PAP

 
 

   
  

1

2 ;

1

 
 

  
 
 

b = Pb  1 1 0 0 c = cP
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系统按能观测性分解的规范表达式：

 
0 1 0 1

2 3 0 2 1 0 0

5 3 2 1

o oo

o oo

   
        

          
             




x xx
u, y =

x xx

能观测子系统动态方程为：

 0 1 1
1 0

2 3 2o o o ou y
   

        
x x x ，

不能观测子系统动态方程为：

 5 3 2 0o o o ox x u y    x ，

第4章线性系统的能控性和能观测性
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第4章线性系统的能控性和能观测性

三．线性定常系统的一般结构分解

结论1：对不完全能控和不完全能观测n维多输入多输

出连续时间线性时不变系统

通过引入特定线性非奇异变换，可使系统结构实现规

范分解，即有

      x Ax Bu y Cx  

13

21 23 24

43

0 0

0 0
0 0 0 0

0 0 0

co coco co co

co coco co co
co co

co coco co

co coco co

x xx A A B

x xx A A A A B
u y C C

x xx A

x xx A A

       
       
                   
       

            

    
        
   
    
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线性定常系统的传递函数矩阵与其能控能观测子系统

的传递函数矩阵相同：

1 1( ) ( ) ( ) ( )co co co coG s C sI A B C sI A B G s     

输入—输出描述只能反映系统的既能控又能观测

部分，它是对系统的一个不完全描述。

第4章线性系统的能控性和能观测性
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例 ：设不能控且不能观测系统的动态方程为

 
0 0 1 1

1 0 3 1 0 1 2

0 1 3 0

u y

   
         
      

x x + x ，

试对系统作能控能观测性规范分解。

解：1）系统按可控性分解。系统可控性判别阵：

2

1 0 1

1 1 3

0 1 2
cQ b Ab A b

 
       
  

rank 2 3cQ  

系统不完全可控，可控状态的维数为2。
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选取进行可控性分解的变换阵：


















110

011

001
1P

1 0 0

1 1 0

1 1 1

P

 
 

   
  

则：

1

0 1 1

1 2 2

0 0 1

A PAP

  
 

    
  

1

0

0

P

 
 

   
 
 

b b

 1 1 2P   c c
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故有：

 
0 1 1 1

1 2 2 0 , 1 1 2

0 0 1 0

u y

    
   

        
      

x x + x

其中可控子系统为：

 0 1 1 1
, 1 1

1 2 2 0c c c c cu y
      

               
x x x x

不可控子系统为：

, 2c c c cy   x x x
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2)不可控子系统是一维的。输出方程 是

可观测子系统，故令：

cc xy 2

1 1co coP P 

3）可控子系统的可观性规范分解。首先确定系
统可观测状态的维数。系统可观测性判别阵：

1 1

1 1oQ
 

   
1 2orankQ  

可控子系统不完全可观测，可观测状态的维数为1。
构造可观测性分解变换矩阵：








 


10

11
coP 1 1 1

0 1coP
  

   
 
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可观性规范分解的变换矩阵为：

1 1 0
0

0 1 0
0

0 0 1

co
o

co

P
P

P

 
  

    
   

 

1

1 1 0

0 1 0

0 0 1
oP 

 
 

   
 
 

则引入变换 ，即对按可控性分解后的系
统按可观测性分解，得：

1
c oP

x x

1

1 0 1

1 1 2

0 0 1
o oA P AP

 
 

    
  


1

0

0
ob Pb

 
 

   
 
 



 1 1 0 2oc cP  
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即系统按可控可观测性分解的结果为：

1 0 1 1

1 1 2 0

0 0 1 0

co co

co co

co co

x x

x x u

x x

       
                 
             

 
 
 

 1 0 2
co

co

co

x

y x

x

 
    
  





原系统分解为 三部分。ococco 、、
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四 最小实现

1．定义：对于传递函数矩阵G(s)的一个维

数最低的实现，称为G(s)的最小实现或不可

约简实现。

2．定理：设(A,B,C)为传递函数矩阵的一

个n维实现，则其为最小实现的充要条件

是{A,B}能控且{A,C}能观测。
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3. 对SISO系统，如何直接利用传递函数确定最小实现？

设单输入单输出线性定常系统(A,b,c)的传递函数为：

1 1 ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

N s
G s sI A adj sI A

s s 
      c b c b

式中： 是系统的特征多项式；( ) det( )s sI A  

( ) ( )N s adj sI A   c b ，其中adj(sI-A)为特征矩阵sI-A

的伴随矩阵。

定理：系统实现(A,b,c)为最小实现，即为能控且

能观测的充要条件是， 与 互质。( )s ( )N s
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4．对于传递函数矩阵G(s)，在不同的实

现之间，一般情况下不是代数等价的，

但在不同的最小实现之间，则一定是代

数等价的。
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例：已知系统传递函数为

3 2

3
( )

10 27 18

s
G s

s s s




  

试求出系统的一个最小实现。

3 2

3 3
( )

10 27 18 ( 1)( 3)( 6)

s s
G s

s s s s s s

 
 

     

2

1

7 6s s


 

解: 

写出其能控标准型实现，即为一个最小实现为：

 0 1 0
     1 0

6 7 1
x x u y x

   
         



第4章线性系统的能控性和能观测性
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