
动态规划算法
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· 理解动态规划算法的概念。

· 掌握动态规划算法的适用条件及其证明

（1）最优子结构性质

（2）重叠子问题性质

· 掌握设计动态规划算法的步骤。

（ 1 ）找出最优解的性质，并刻划其结构特征。

（ 2 ）递归地定义最优值。

（ 3 ）以自底向上的方式计算出最优值。

    （ 4 ）根据最优值的信息构造最优解

学习要点
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· 通过应用范例学习动态规划算法设计策略。

（1）矩阵连乘问题；

（2）最长公共子序列；

（3）凸多边形最优三角剖分；

（4）0/1背包问题；

（5）最优二叉搜索树。

学习要点



背景

r解决优化问题

v 给定一组约束条件和一个代价函数，在解空间中

搜索具有最小或最大代价的优化解

rWhy动态规划？
m对于一些优化问题，可以将其（递归）分解为若干
子问题，但是经分解得到的子问题不是互相独立的。
若用分治法来解决这些问题，分解得到的子问题数
目太多，有些子问题被重复计算了多次

m如果我们能用一个表来记录所有已解决的子问题的
答案，在需要时找出已求得的答案，就可以避免大
量重复计算



基本步骤

r找出最优解的性质，刻画其结构特征

r递归地定义最优值

r以自底向上的方式计算出最优值

r根据最优值构造最优解（可选）



矩阵连乘问题

r问题定义
m输入：n个矩阵A1,A2,…,An，其中Ai的维数为pi-1×pi

• Ai 和Ai+1是可乘的

• Ai 的列pi等于Ai+1的行pi

m输出：连乘积A1A2…An

m优化目标：最小的计算代价（最优的计算次序）
• 矩阵乘法的代价：乘法次数

• 例如，若A 是p ×q 矩阵，B 是q ×r 矩阵，则A ×B 的代
价是pqr。

m由于矩阵乘法满足结合律，所以计算矩阵的连乘可
以有许多不同的计算次序。这种计算次序可以用加
括号的方式来确定。



矩阵连乘问题

r问题定义
m若一个矩阵的计算次序确定，即该连乘积已完全加
括号，反复调用2个矩阵乘法法则来计算

m比如A1 A2 A3 A4有以下五种完全加括号方式：

           ((A1 A2 ) (A3 A4 ))

           (A1 ((A2 A3) A4))

           ((A1 (A2 A3)) A4)

           (A1 (A2 (A3 A4 )))

           (((A1 A2 )A3 )A4 )

m每一种完全加括号的方式，对应一种计算次序



矩阵连乘问题

r例子
m三个矩阵A1: 10×100,  A2: 100×5，A3: 5×50

m (A1A2)A3

• 代价：10×100×5＋10×5×50＝7500

m A1(A2A3)
• 代价：100×5×50＋10×100×50＝75000

计算量和计算次序有很密切的联系

如何找到最优的计算次序？？



矩阵连乘问题

r穷举法
m对于n个矩阵的连乘，假设有P(n)个不同的计算次序

m在第k和k+1个矩阵之间将n个矩阵一分为二，k=1.2…n-1

m对两个矩阵子序列完全加括号
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矩阵连乘问题

r分析最优解结构(1)
m将矩阵连乘积AiAi+1…Aj，简记为A[i:j]

m设AiAi+1…Aj的最优计算次序在矩阵Ak和Ak+1之间将
矩阵链断开:  (Ai… Ak) (Ak+1 …Aj) 

m总计算量＝A[i:k]的计算量＋A[k+1: j]的计算量
+A[i:k]和A[k+1:j]相乘的计算量

m最优子结构
• 假设A[i: j]的最优计算次序是从Ak处断开，那么该问题包
含的子矩阵链A[i:k]和A[k+1:j]的计算次序也是最优的

• 愿问题最优解包含子问题的最优解，称为最优子结构性质

m最优解：最优的计算次序（完全加括号的方式）

m最优值：最优解下的计算代价（计算量）



矩阵连乘问题

r建立递归关系（2）
m计算A[i : j]所需的最少乘法次数为m(i, j)

m其中Ai是pi-1×pi矩阵

m  A[i:k] 是 pi-1×pk矩阵，A[k+1:j] 是 pk×pj矩阵，
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矩阵连乘问题

r时间复杂性

m可以证明

int matrixmultiply(i, j){
        if(i==j) return 0;
        int u=infinity;
        for(k=i; k<j; k++){
                int t=matrixmultiply (i, k) + matrixmultiply (k+1, j) + p[i-1]p[k]p[j];
                if(t<u) u=t;
        }
        return u;
}
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仅仅考虑最优子结
构性质的递归求解
并没有很好的效果



矩阵连乘问题

计算m(1,4)

重叠子问题

对于1≤i≤j≤n,不同的有序对儿（i，j）对应不同的子问题,所以计算
m(1, n)不同子问题的个数只有O(n2)个（n个元素任意选两个不同或相同）
事实上，许多重复的子问题被计算多次（对比2n）。
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矩阵连乘问题（动态规划）

r动态规划方法计算最优值（3）
m自底向上计算（从最简单的算起）

m用一个二维表保存已解决问题的答案
• 每个子问题只计算一次，后面需要的时候直接查找结果



矩阵连乘问题（动态规划）
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m[1,5]m[1,4]m[1,3]m[1,2]

m[2,5]

m[3,5]

m[4,5]

m[2,4]m[2,3]

m[3,4]

m[1,1]

m[5,5]

m[2,2]

m[3,3]

m[4,4]计算m(1, 5)



矩阵连乘问题（动态规划）

m[1,5]m[1,4]m[1,3]m[1,2]m[1,1]

m[2,5]

m[3,5]

m[4,5]

m[5,5]

m[2,4]m[2,3]m[2,2]
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ji

ji
pppjkmkimjim

jki
jki















     }),1(),({

0
),(

1min

计算m(1, 5)



17

MatrixChain(int *p，int n，int **m，int **s)

{

        for (int i = 1; i <= n; i++) m[i][i] = 0;

        for (int r = 2; r <= n; r++)

           for (int i = 1; i <= n - r+1; i++) {

              int j=i+r-1; 

              m[i][j] = m[i+1][j]+ p[i-1]*p[i]*p[j];

              s[i][j] = i;

              for (int k = i+1; k < j; k++) {

                 int t = m[i][k] + m[k+1][j] + p[i-1]*p[k]*p[j];

                 if (t < m[i][j]) { m[i][j] = t; s[i][j] = k;}

              }

          }

}

m[1,5]m[1,4]m[1,3]m[1,2]m[1,1]

m[2,5]

m[3,5]

m[4,5]

m[5,5]

m[2,4]m[2,3]m[2,2]

m[3,4]m[3,3]

m[4,4]

算法复杂度分析：
算法的主要计算量取决于算法中对r，i和k的3重循环。
循环体内的计算量为O(1)，而3重循环的总次数为O(n3)。
因此算法的计算时间上界为O(n3)。算法所占用的空间显然为O(n2)。

矩阵连乘问题（动态规划）
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矩阵连乘问题（动态规划）4

A1 A2 A3 A4 A5 A6

3035 3515 155 510 1020 2025

0 1 2 3 4 5 6{ , , , , , , } {30,35,15,5,10,20,25}p p p p p p p p 

0

0

0

0

0

0

15750

2625

750

1000

5000

7875

4375

2500

3500

9375

7125

5375

11875

10500

15125

S[i,j] 数值

s12 1

s13 1

s14 3

s15 3

s16 3

s23 2

s24 3

s25 3

s26 3

s34 3

s35 3

s36 3

s45 4

s46 5

s56 5

j

i

(A1A2A3)(A4A5A6)
(A1(A2A3))((A4A5)A6)
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矩阵连乘问题（动态规划）

0 1 3 4 5 6{ , , , , , } {30,35,15,5,10,20,25}p p p p p p p 

7125

0

0

0

0

0

0

15750

2625

750

1000

5000

7875

4375

2500

3500

9375

j

i

1 2 5

1 3 5

1 4 5

[2][2] [3][5] 0 2500 35 15 20 13000

[2][5] min [2][3] [4][5] 2625 1000 35 5 20 7125

[2][4] [5][5] 4375 0 35 10 20 11375

m m p p p

m m m p p p

m m p p p
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动态规划方法

v 基本思想

v 把原始问题划分成一系列子问题

v 求解每个子问题仅一次，并将其结果保存在一个

表中，以后用到时直接存取，

v 自底向上地计算

v 适用范围

v 一类优化问题：可分为多个相关子问题，子问题

的解被重复使用



动态规划方法

r适用条件

1. 优化子结构

ü 当一个问题的优化解包含了子问题的优化解时，我们说

这个问题具有优化子结构。

ü 优化子结构使得我们能自下而上地完成求解过程

ü 证明：首先假设由问题的最优解导出的子问题的解不是

最优的，然后再设法说明在这个假设下可构造出比原问

题最优解更好的解，从而导致矛盾。 



动态规划方法

r适用条件

2. 重叠子问题

ü 在问题的求解过程中，很多子问题的解将被多次使用

ü对每一个子问题只解一次，而后将其解保存在一个表格中，
当再次需要解此子问题时，只是简单地用常数时间查看一
下结果。



最长公共子序列问题

r子序列
m序列：X=<A，B，C，B，D，A，B>

m Z=<B，C，D，B>是X的子序列

m W=<C,  A,  B,  D>不是X的子序列

m若给定序列X={x1,x2,…,xm}，则另一序列
Z={z1,z2,…,zk} 是X的子序列，是指存在一个严格递
增下标序列{i1,i2,…,ik}, 使得对于所有j=1,2,…,k有：
zj=xij

。



最长公共子序列问题

r公共子序列
m X=<A，B，C，B，D，A，B>

m Y=<B，C，D，B，E>

m Z={B,  C,  D,  B}是X和Y的公共子序列

r最长公共子序列问题
m输入： X=<x1,x2,…,xm>，Y=<y1,y2,…,yn>

m输出：X和Y的最长公共子序列Z

r穷举法
m找到X的所有子序列，检查是否是Y的子序列，在检
查过程中记录最长的公共子序列

m很明显，共2m个不同子序列，需要指数时间。



最长公共子序列问题

r优化子结构 1
m设序列X=<x1,…,xm>和Y=<y1,…,yn>的最长公共子序
列是Z=<z1, …, zk>

m如果xm=yn

• zk=xm=yn

• <z1,…, zk-1>是<x1,…,xm-1>和<y1,…,yn-1>的最长公
共子序列

m如果xmyn且zk  xm

• <z1,…, zk>是<x1,…,xm-1>和<y1,…,yn>的最长公共
子序列

m如果xmyn且zk  yn

• <z1,…, zk>是<x1,…,xm>和<y1,…,yn-1>的最长公共
子序列



最长公共子序列问题

r找<x1,…,xm>和<y1,…,yn>的最长公共子序列
m如果xm=yn

• 找<x1,…,xm-1>和<y1,…,yn-1>的最长公共子序列，
在其尾部加上xm

m如果xmyn

• 找<x1,…,xm-1>和<y1,…,yn>的最长公共子序列

• 找<x1,…,xm>和<y1,…,yn-1>的最长公共子序列

• 取这两个公共序列的较长者



最长公共子序列问题

r递归表达式 2
m用c(i, j)表示<x1,…, xi>和<y1,…,yj>的最长公共子序
列的长度
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最长公共子序列问题

r重叠子问题
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X长度m，Y长度n，那么总共有(mn)个不同的子问题



最长公共子序列问题

r动态规划方法 3
m自底向上求解子问题

m子问题的解保存到表中

c[3,1] c[3,4]
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最长公共子序列问题

r动态规划方法

c[3,1] c[3,4]

c[2,4]

c[1,4]

c[2,1]

c[3,3]

c[2,3]

c[1,3]

c[3,2]

c[2,2]

c[1,2]c[1,1]

c[0,4]

c[3,0]

c[0,3]

c[2,0]

c[1,0]

c[0,2]c[0,1]c[0,0]



最长公共子序列（计算最优值）

c[3,1] c[3,4]

c[2,4]

c[1,4]

c[2,1]

c[3,3]

c[2,3]

c[1,3]

c[3,2]

c[2,2]

c[1,2]c[1,1]

c[0,4]

c[3,0]

c[0,3]

c[2,0]

c[1,0]

c[0,2]c[0,1]c[0,0]

void LCSLength(int m，int n，char *x，
char *y，int **c，int **b)
{  
       int i，j;
       for (i = 1; i <= m; i++) c[i][0] = 0;
       for (i = 1; i <= n; i++) c[0][i] = 0;
       for (i = 1; i <= m; i++)
          for (j = 1; j <= n; j++) {
             if (x[i]==y[j]) { 
                  c[i][j]=c[i-1][j-1]+1;
                  b[i][j]=     ;}
             else if (c[i-1][j]>=c[i][j-1]) {
                      c[i][j]=c[i-1][j];  b[i][j]=;}
             else {c[i][j]=c[i][j-1];  b[i][j]=;}
             }
} 算法复杂度分析：
算法的计算时间上界为 O(mn)。
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最长公共子序列（构造最优解4）

void LCS(int i，int j，char *x，int **b)

{

      if (i ==0 || j==0) return;

      if (b[i][j]==     ){ 

         LCS(i-1，j-1，x，b); 

         print x[i]; }

      else if (b[i][j]== ) 

         LCS(i-1，j，x，b); 

      else 

         LCS(i，j-1，x，b);

}

Ø例
X={B，D，C，A，B，A}

Y={A，B，C，B，D，A，B}

LCS= {B, C, B, A}

每次递归i、j减1，O（m+n）
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0

0

1

1

1
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2
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2

2

2

1

1

0

3

3

2
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1

1

0

3

3

2

2

2

1

0

4

3

3

2

2

1

0

4

4

3

2

2

1

0

A B C B D A B

A

B

A

C

D

B



最长公共子序列（构造最优解）

void LCS(int i，int j，char *x，int **b)

{

      if (i ==0 || j==0) return;

      if (b[i][j]==     ){ 

         LCS(i-1，j-1，x，b); 

         print x[i]; }

      else if (b[i][j]== ) 

         LCS(i-1，j，x，b); 

      else 

         LCS(i，j-1，x，b);

}

Ø例
X={B，D，C，A，B，A}

Y={A，B，C，B，D，A，B}

LCS= {B, C, B, A}

每次递归i、j减1，O（m+n）

0

0

0

0

0

0

0

1

1

1

0

0

0

0

2

2

1

1

1

1

0

2

2

2

2

1

1

0

3

3
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3
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2

2

1

0
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3

3

2

2

1

0

4

4

3

2
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1

0

A B C B D A B

A

B

A

C

D
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最长公共子序列（算法的改进）

1.将数组b省去，c(i,j)只和三个数组元素值有关，
借助c本身在常数时间内确定到底是由哪个而确定。

2.修改LCS，不使用数组b可以在O(m+n)时间构造最长
公共子序列。从而节省Θ（mn）的空间。
3. 数组c仍然需要Θ（mn）的空间，实际只对常数因
子优化。
4. 如果只求子序列长度，事实上c（i，j）只需要数
组c的i和i-1行。空间可进一步减小到O（min{m，n}）
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凸多边形最优三角剖分

r多边形
m n个顶点的多边形P可表示为其
顶点序列P={v0, v1,…, vn-1}

m内部、边界、外部

r凸多边形
m边界上或内部任意两点连成的
线段都在其内部或边界上

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6



凸多边形最优三角剖分

r弦
m连接多边形上不相邻顶点vi和vj

的线段

r三角剖分
m将多边形划分为不相交的三角
形的弦的集合

v0

v1

v2

v3

v4

v5

v6



凸多边形最优三角剖分

r凸多边形的最优三角剖分问题
m输入：凸多边形P和代价函数w

• w指定了每个三角形的代价

• 如w(vi vj vk)=|vi vj|+|vj vk|+|vk vi|

m输出：P的三角剖分T，使得                         最小

• ST是T所对应的三角形集合

  TSs
sw )(



凸多边形最优三角剖分

r优化子结构1
m P=(v0,v1,...,vn)是n+1个顶点的凸多边形

m TP是P的优化三角剖分，包含三角形v0vk vn

v0

v1

v2 vk

vk+1

vk+2

vn

TP=T(v0, ..., vk)∪ T(vk, ..., vn)∪ {v0vkvn}



凸多边形最优三角剖分

r定理（优化子结构）
设P=(v0,v1,...vn)是n+1个顶点的凸多边形. 如果TP是P的最优
三角剖分且包含三角形v0vk vn，即

         TP=T(v0, ..., vk)∪ T(vk, ..., vn)∪ {v0vkvn}                 则

m  (1). T(v0, ..., vk)是P1=(v0,v1, ...,vk)的优化三角剖分，    

m  (2). T(vk, ..., vn)是P2=(vk,vk+1,...,vn)的优化三角剖分

v0

v1

v2 vk

vk+1

vk+2

vn



凸多边形最优三角剖分

r最优三角剖分的递归结构2
m设t(i, j)为凸多边形{vi-1, vi …, vj}最优三角剖分的代价

m为方便，设退化的多边形{vi-1, vi}具有权值0(i=j时)
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vvvwjktkitjit

jki
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凸多边形最优三角剖分

r重叠子问题

v0

v1

v2 v3

v4

v5

v6
v0

v1

v2 v3

v4

v5

v6

0 3 6

1, 3, 6

(1,6) (1,3) (4,6) { }

i k j

t t t w v v v
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凸多边形最优三角剖分

r动态规划方法
m与矩阵连乘方法一致 34

t[1,5]t[1,4]t[1,3]t[1,2]

t[2,5]

t[3,5]

t[4,5]

t[2,4]t[2,3]

t[3,4]

t[1,1]

t[5,5]

t[2,2]

t[3,3]

t[4,4]

计算t(1, 5)

ji

ji
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凸多边形最优三角剖分

r动态规划方法

t[1,5]t[1,4]t[1,3]t[1,2]t[1,1]

t[2,5]

t[3,5]

t[4,5]

t[5,5]

t[2,4]t[2,3]t[2,2]

t[3,4]t[3,3]

t[4,4]计算t(1, 5)



凸多边形最优三角剖分

r关系
m一个表达式的完全加括号方式对应一颗完全二叉树，
称为语法树（从哪里加括号，哪里就有一个结点），
完全二叉树的n个叶结点表示表达式的n个原子。

(A1(A2A3))((A4A5)A6)

    以某个结点
为根的子树，表
示为其左子树和
右子树的乘积。



凸多边形最优三角剖分

r关系
m凸多边形(v0,v1,...,vn-1) 三角剖分问题也可以用语法树表示

1. 根节点v0v6，三角剖分的弦组成其
余内节点。

2. 多边形除v0v6的边都是语法树的一
个叶结点，树根v0v6是三角形v0v3v6
的一条边，该三角形把原三角形分
成三部分：三角形v0v3v6 ，凸多边
形{v0v1…v3}和凸多边形{v3v1…v6}。

3. 三角形v0v3v6的另外两条边，即以弦
v0v3弦v3v6为根的两个儿子，表示凸
多边形{ v 0 v 1… v 3 }和凸多边形
{v3v1…v6}的三角剖分。



凸多边形最优三角剖分

r关系
m凸多边形(v0,v1,...,vn-1) 三角剖分问题也可以用语法树表示

4. 对于凸n多边形的三角剖分与n-1个
叶结点的语法树一一对应。

5. N个矩阵的完全加括号连乘积与n个
叶结点的语法树一一对应。

6. N个矩阵的连乘积与凸n-1多边形一
一对应。

7. 矩阵连乘的最优计算次序问题是凸
多边形最优三角剖分问题的特殊情
况。对于最优三角剖分问题，代价
函数是任意的。



0-1背包问题

r0-1背包问题
m输入：n 种物品和一个背包

• 物品 i 的重量是 wi，价值为 vi

• 背包的容量是 C

m输出：装入背包的物品

m优化目标：装入背包的物品总价值最大



0-1背包问题

r形式化描述
m输入：{<w1, v1>, <w2, v2>,…, <wn, vn>}和C

m输出： (x1, x2, …, xn)，xi{0, 1}满足

m优化目标：

r等价于整数规划问题

Cxw
n

i
ii 

1



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i
ii xv
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
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Cxw

i

n

i
ii

1},1,0{
1

规划中的变量（全部或部分，xi）限制为整数。



0-1背包问题

r最优子结构1
m设 (x1, x2, …, xn) 是0-1背包问题的一个最优解




n

i
ii xv

2

max












nix

wCxw

i

n

i
ii

2},1,0{

1
2

如果x1 =1：则 (x2, …,  xn) 是以
下子问题的最优解

如果x1 =0：则 (x2, …,  xn) 是
以下子问题的最优解




n

i
ii xv

2
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






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i

n

i
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2},1,0{
2

xi = 0 or 1，将问题完整的分成两个子问题，原问题的最优解包含子问题的最优解。



0-1背包问题

r递归关系2
m设m(i, j)为背包容量为j，可选物品为i, i+1, …, n是01背
包问题的最优值，

m有如下递归关系(分析第i个物品是否能装进去，到底装
还是不装0 or 1)

• i<n时（可选有i：n）

• i=n时（可选只有n）
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0-1背包问题

r递归关系
m i<n时

i

iii

wj

wj

jim

vwjimjim
jim
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m(i, j)

m(i+1, j) m(i+1, j-wi)



0-1背包问题

r重叠子问题
m假设w1=w2=w 

m(1, C)

m(2, C) m(2, C-w1)

m(i, j)

m(i+1, j) m(i+1, j-wi)

m(3, C) m(3, C-w2) m(3, C-w1) m(3, C-w1-w2)



0-1背包问题

r动态规划方法

m令wi为整数，n=4

m(i, j)

m(i+1, j) m(i+1, j-wi)

n

nn
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
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m(2,C-w1)

m(1,C)

m(2,C)

m(3, C-w1-w2) m(3,C-w1 )

m(4,C-w3 ) m(4, C)

m(3,C)

m(4, C-w2-w3)m(4, C-w1-w2-w3) m(4, C-w1-w3)

m(3,C-w2 )



0-1背包问题（动态规划方法）

r 令wi为整数，n=4

r 自底向上计算最优解(i--, j++)

m(2,C-1)

m(1,C)

m(2,C)

m(4,C-2 ) m(4, C)

m(3,C)m(3,C-2)

…………………m(2,0) m(2,1)

m(3,0) m(3,1)

m(4,0) m(4,1)

…………………

…………………



0-1背包问题（动态规划方法）

算法：

For   j=0   To    min(wn-1, C)   Do
      m[n, j] = 0; 
For   j=wn   To   C    Do
      m[n, j] = vn;
For   i=n-1   To   2   Do    
        For   j=0   To   min(wi -1, C)    Do      
              m[i, j] = m[i+1, j];
        For   j=wi    To   C     Do
              m[i, j]=max{m[i+1, j], m[i+1, j-wi]+vi};
If  C<w1   
     Then  m[1, C]=m[2, C];                                     
Else  m[1, C]=max{m[2, C], m[2, C-w1]+v1};   
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装入n
C<= wn-1 ，装不下
C>wn-1         (j=wn)

依次装入i=n-1….2 
 i--

j++

装入1,i=1



0-1背包问题（动态规划方法）

r构造最优解

1. m(1, C)是最优解代价值，相应解计算如下:
         If   m(1, C) = m(2, C)
         Then  x1 = 0;
         Else    x1 = 1;
2. 如果 x1=0,  由m(2, C)继续构造最优解;
3. 如果 x1=1,  由m(2, C-w1)继续构造最优解.



0-1背包问题（动态规划方法）

• 时间复杂性

– 计算代价的时间

• O(Cn)

– 构造最优解的时间: O(n)

– 总时间复杂性为：O(Cn)

• 空间复杂性 

– O(Cn)



最优二叉搜索树

r搜索问题
m给定有序数组，例如a[]=3, 12, 15, 23, 29, 37, 45

m判断元素x是否在数组中，及其在数组中（待插入）
的位置



最优二叉搜索树

r二叉搜索树
m内节点：x1, x2, …, xn

m叶节点：(-, x1), (x1, x2), …, (xn, + )

m对于任意内节点x
• 左子树中的元素都 小于x

• 右子树中的元素都大于x



最优二叉搜索树

r最优二叉搜索问题
m输入

• 有序数集合{x1, x2, …, xn}

m输出：最优二叉搜索树

• 在二叉树中查找的平均路长（比较次数）最小

1
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    ， 和 分别为内结点和叶结点的深度



最优二叉搜索树

Node Probability

x1 0.05

x2 0.05

x3 0.1

x4 0.3

(-, x1) 0.05

(x1, x2) 0.05

(x2, x3) 0.05

(x3, x4) 0.05

(x4, +) 0.3

Contribution

0.1

0.05

0.2

0.9

0.1

0.1

0.1

0.15

1.2

Expectation

2.9
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0
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2

2

2

2

3

3
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实结点贡献 （深度 ）概率

虚结点贡献 深度 概率
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i j
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    ， 和 分别为内结点和叶结点的深度



最优二叉搜索树

Node Probability

x1 0.05

x2 0.05

x3 0.1

x4 0.3

(-, x1) 0.05

(x1, x2) 0.05

(x2, x3) 0.05

(x3, x4) 0.05

(x4, +) 0.3

Contribution

0.2

0.15

0.2

0.3

0.2

0.2

0.15

0.1

0.3

Expectation

1.8

Depth

3

2

1

0

4

4

3

2

1

= +1 *

= *

实结点贡献 （深度 ）概率

虚结点贡献 深度 概率

1 0

( ) (1 ) ci di
n n

i i j j
i j

E T p c q d
 

    ， 和 分别为内结点和叶结点的深度



最优二叉搜索树

r搜索树的代价
m设搜索树T中

• 树中xi节点的深度为ci

• 叶节点(xi,  xi+1)的深度为di

m T的代价
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Node (-,  x1) x1 (x1, x2) x2 … xn (xn , +)

Probability q0 p1 q1 p2 … pn qn



最优二叉搜索树

r最优二叉搜索问题
m输入

• 有序数集合{x1, x2, …, xn}

m输出：二叉搜索树T
• 树中xi节点的深度为ci

• 叶节点(xi,  xi+1)的深度为di

m优化目标：最小化代价函数

Node (-,  x1) x1 (x1, x2) x2 … xn (xn , +)

Weight q0 p1 q1 p2 … pn qn
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最优二叉搜索树

r 设T是针对输入

 

的最优二叉搜索树，且T以xr为根

r 设

r 则，由于T1 和T2为子树，单独考虑时，结点深度减1（补）

Node (xi-1,  xi) xi … xj (xj , xj+1)

Weight qi-1 pi … pj qj
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最优二叉搜索树

r优化子结构
m如果T是针对以下输入的最优二叉搜索树

m那么

• T1是针对以下输入的最优二叉搜索树

• T2是针对以下输入的最优二叉搜索树

Node (xi-1,  xi) xi … xj (xj , xj+1)

Weight qi-1 pi … pj qj

Node (xi-1,  xi) xi … xr-1 (x r-1, xr)

Weight qi-1 pi … pr-1 qr-1

Node (xr,  xr+1) xr+1 … xj (xj , xj+1)

Weight qr pr+1 … pj qj



最优二叉搜索树

r 设E(i, j)是针对以下输入构造的最优二叉搜索树的代价

m假设这棵树以xr  (ir  j)为根，则

   

Node (xi-1,  xi) xi … xj (xj , xj+1)

Weight qi-1 pi … pj qj
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最优二叉搜索树

r 设E(i, j)是针对以下输入构造的最优二叉搜索树的代价

m如果不知道根节点，则

• 其中，E(i, i-1)是针对以下输入的最优二叉搜索树

   

Node (xi-1,  xi) xi … xj (xj , xj+1)

Weight qi-1 pi … pj qj
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Node (xi-1,  xi)

Weight qi-1



最优二叉搜索树

r重叠子问题
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最优二叉搜索树

r动态规划方法
m求E(1,4)

E(1,4)E(1,0)

E(2,4)

E(1,1)

E(3,4)

E(1,2)

E(4,4)

E(1,3)

E(5,4)

E(2,1) E(2,2) E(2,3)

E(3,3)E(3,2)

E(4,3)
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最优二叉搜索树

• 算法

• 数据结构

•  E[1:n+1;  0:n]: 存储优化解搜索代价

•  W[1: n+1;  0:n]: 存储代价增量

•  Root[1:n; 1:n]:   Root(i, j)记录子问题                 
{xi, …, xj}优化解的根



最优二叉搜索树

Optimal-BST(p, q, n)
 For  i=1  To  n+1   Do
      E(i, i-1) = 0;
      W(i, i-1) = qi-1;
 For  l=1  To  n   Do
      For   i=1   To   n-l+1   Do
            j=i+l-1;
            E(i, j)=;
           W(i, j)=W(i, j-1)+pj+qj;
           For  r=i  To  j   Do
                 t=E(i, r-1)+E(r+1, j)+W(i, j);
                 If    t<E(i, j)
                 Then  E(i, j)=t;  Root(i, j)=r;
 Return  E and  Root   



最优二叉搜索树

• 时间复杂性
– (l, i, r)三层循环，每层循环至多n步
– 时间复杂性为O(n3)

• 空间复杂性
– 二个(n+1)(n+1)数组，一个nn数组

– O(n2)


